
　 doi:10. 3772 / j. issn. 1002 - 0470. 2026. 07. 011

5PUS / RPUR 并联机器人可操作性能研究①

孙　 鹏②　 朱奕名　 叶家铭　 李研彪③

(浙江工业大学机械工程学院　 杭州 310023)

摘　 要　 本文以一种新型的五自由度并联机器人为研究对象,提供了一种逆运动学下求

解其可操作度的方法。 首先,对五自由度机器人建立运动学模型,分析得到机器人存在一

条约束支链和 5 条驱动支链,利用 Denavit-Hartenberg (DH)法和闭环矢量法得到了平台

约束条件和速度、加速度映射方程;然后,利用逆雅克比矩阵得到机器人力椭球特征值与

正向运动学定义的可操作度椭球相互结合的方法,分析平台的力和可操作性能。 该研究

对一些难以求解正向运动学的机器人分析可操作性能提供了计算方法,为本文所研究的

五自由度机器人的进一步研究奠定了基础。
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　 　 机器人的发展,进一步拓展了人类探索海洋的

视野[1],其中,海上稳定平台[2] 对海洋开发具有至

关重要的作用,其不仅支持深海资源开采,作为深海

钻探的关键设施,又能加强海洋科学的研究。 作为

海洋科学研究的前哨站,为海洋生物、海洋地质、海
洋环境等领域的科学研究提供重要数据。

并联机构的高稳定性和紧凑的结构使得其非常

适合在复杂多变的海洋环境中进行稳定和精确的操

作,能够满足海洋开发对设备的高要求。 其中,并联

机器人的可操作度研究直接关系到机器人的灵活性

和操作的力、速度精确性,特别是当机器人处于奇异

位置[3]时,机构会丧失一部分或全部自由度,或者

对较小的输入变化反应过大,故在实际操作中应对

可操作度进行分析评价。
目前,对于可操作度的研究一般围绕雅克比矩

阵进行,当机器人处于奇异位置时,雅克比矩阵不满

秩。 为提高机器人的可操作性能,避免奇异位姿,一
般使用求解完全奇异工作空间[4 - 5]以及规划免奇异

路径规划这 2 种方法[6 - 7]。 前者通过对工作空间内

的奇异空间进行规避而防止机构进入奇异位姿,而

缺点是忽略了机构的动力学性能,且限制了实际工

作空间的大小;后者存在对首末点奇异位姿判断不

准确、难以确认轨迹是否跨越奇异点的问题。 为准

确且有效避开奇异位姿,提高机构力、速度可操作性

能,Serfrioui 和 Gosselin[8] 通过分离输入和输出变

量,构建速度约束方程,并通过特征矩阵是否降秩对

机构奇异性进行评价。 费雄等人[9] 通过对旋转式

机械臂求解正运动学得到雅克比矩阵,利用奇异值

分解(singular value decomposition,SVD)算法对奇异

值分解求得机构的奇异位形。 Yoon 等人[10] 利用正

雅克比的格拉姆矩阵求解二自由度机器人的可操作

度。 Hernández 等人[11]将人体肩、肘、腕等效串联机

构并在雅克比结构式中加入惯性矩阵的元素计算可

操作度。 杨闰等人[12] 对串联机械臂使用蒙特卡洛

法搜索符合碰撞条件的运动学正解和可操作度值,
并栅格化形成可操作度图。 王熙杰等人[13] 对绳索

驱动机器人采用扫描法求得机构正解,利用雅克比

矩阵的条件数评价机构灵巧度。 Bircher 等人[14] 从

系统势能标量场的梯度矢量形成的凸包中推导复杂

机械手的可操作性。 袁媛[15] 通过搭建仿真模型并
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测量末端执行器的位置向量和姿态矩阵得到机构的

逆运动学解,然后基于敏感方向和敏感误差判断机

构的操作性能。
如上所述,国内外对机器人可操作度的研究大多

基于正向雅克比矩阵建立,或通过搜索算法迭代逆运

动学得出可操作度值,对于并联机构的逆雅克比求可

操作性能研究较少。 故本文基于 5PUS / RPUR[16] 五

自由度并联机器人研究逆运动学解析可操作度的方

法,利用闭环矢量和(Denavit-Hartenberg,DH)法的

约束条件构建机构的运动学模型,得到逆雅克比表

达式;从力性能特征向量入手结合归一化输入速度

球的可操作度椭球,分析机构的力、可操作性能。

1　 五自由度并联平台运动学

1. 1　 五自由度平台模型

本文研究对象为 5PUS / RPUR 五自由度并联机

构,由静平台、动平台以及 6 条支链组成。 图 1 所示

为并联机构的三维模型,静平台和动平台均为正五

边形,6 条支链包括 1 条 RPUR 约束支链和 5 条 PUS
驱动支链。

图 1　 并联平台结构

对 5PUS / RPUR 平台求解自由度,构建机构简

图如图 2 所示。
下平台 D1,2,…,5 为静平台,上平台 A1,2,…,5 为动

平台,去除约束支链时,并联机构活动构件个数 n =
11, 球面副个数 PS = 5, 移动副个数 PP = 5, 虎克

副个数 PH = 5,不存在局部自由度, F′ = 0。根据空

间机构自由度的计算公式可得:

F = 6n - 3PS - 4PH - 5PP

= 6 × 11 - 3 × 5 - 4 × 5 - 5 × 5 = 6 (1)

图 2　 并联平台结构简图

RPUR 约束支链由静平台连接至动平台,活动

构件个数 n = 4, 转动副个数 PR = 2 且轴线方向正

交,移动副个数 PP = 1,虎克副个数 PH = 1,不存在

局部自由度,故 F′ = 0。 则约束支链自由度为:
F = 6n - 5PR - 4PH - 5PP

= 6 × 4 - 5 × 2 - 4 × 1 - 5 × 1 = 5 (2)
其中相互正交的 2 个转动副与电缸移动副为平

台提供 3 个移动自由度,虎克副为平台提供横滚与

俯仰自由度。 故平台整体自由度等同约束支链自由

度,其丧失一个偏航自由度。
1. 2　 RPUR 支链运动学

RPUR 支链在限制机器人偏航自由度的同时也

能对执行器平台提供一定的力补偿。 其中,直线电

机的伸长量、虎克铰到动平台的距离都是限制机器

人工作空间的重要因素。 本文利用 DH 方法,建立

RPUR 连杆坐标系如图 3 所示。
通过图 3 所示的坐标系,构建 DH 参数表如表 1

所示。
坐标系 { i} 相对于坐标系 { i - 1} 的固定公式

i -1
i T 为

i -1
i T =

cθi - sθi 0 αi -1

sθicαi -1 cθicαi -1 - sαi -1 - sαi -1di

sθisαi -1 cθisαi -1 cαi -1 cαi -1di

0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(3)
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图 3　 并联平台结构

表 1　 RPUR 支链 DH 参数表

i ai - 1 / mm αi - 1 / ° di / mm θi / °

1 90 0 0 θ1

2 - 90 0 d2 0
3 90 0 0 90 + θ3

4 90 0 0 θ4

5 0 L5 0 90 + θ5

6 90 0 0 0

因此动平台 {P} 在基座标系 {B} 下的表示可

以通过连续多个矩阵的相乘得到:
B
PT = B

0 T0
PT = B

0 T0
1T1

2T2
3T3

4T4
5T5

6T (4)
移动副参考点{3}与虎克铰转动副{4}、{5}同

心。 RPUR 支链上质心 Ur 到坐标系{P}的转换矩阵

为 4
6T, 因转换表达 4

OT 可由 4
OT = 4

6TP
OT 表示,联立方

程后,求得虎克铰质心 Ur 在基坐标系{B}的位置矢

量 Uo
r 。 进一步可得 RPUR 运动支链驱动副 P 的伸长

量 Δd2 为

Δd2 = u2
4x + u2

4y + u2
4z - d2 (5)

式中: u4x、u4y、u4z 分别为虎克铰参考点{4}在{1}坐
标系上的位置分量, d2 为初始长度。
1. 3　 平台逆运动学

5 条 PUS 支链为机器人的驱动支链。 其相对坐

标系{B}原点呈中心对称布置。 其结构简图和坐标

系布置参照图 2 所示, PAi 为球铰 Ai 在坐标系{P}

上的位置矢量, BPPORG 为{P}原点在坐标系{B}中

的位置矢量。
由于 RPUR 支链限制了平台的偏航自由度,在

分析驱动支链时,可视为平台 ẐP 方向的虚拟约束。
基于矢量叠加原理,可得球铰 Ai 在基坐标系

{B}和坐标系 {Di} 为下的位置矢量分别为:
BAi = B

PR PAi + BPPORG

DiAi = B
Di
R - 1( BAi - BDi)

{ (6)

式中: B
PR 和 B

Di
R 分别是坐标系{P}和 {Di} 相对于

{B}的齐次变换矩阵, B
PR 取决于动平台的具体姿态

(α,β,γ), 由于限制了偏航自由度, γ = 0。B
Di
R 则取

决于设计尺寸,其为定值,二者可表达为:
B
PR = B

PRZ′Y′X′(0,β,α)
B
DiR = B

DiRZ′Y′X′(φi,π / 6,0)
{ (7)

由闭环矢量的约束条件,在坐标系 {Di} 下,由
欧几里得距离公式可得:
L =

(DiAix - DiHix)2 + (DiAiy - DiHiy)2 + (DiAiz - DiHiz)2

(8)
式中: DiHi 为各支链虎克铰 Hi 在坐标系 {Di} 下的

位置表示。 由图 2 可得, DiHix 与
DiHiy 均为 0, DiHiz 为

支链的输入量 Δli。 故可求得各支链的输入位移为:

Δli = DiAiz ± L2 - DiA2
ix - DiA2

iy (9)
1. 4　 逆雅克比矩阵

根据闭环矢量原理,如图 4 所示,列出球铰 Ai

在坐标系{B}下的速度矢量方程:

图 4　 并联机构闭环矢量图

BvAi = Bvp + Bωp × BAi = viηv + ωL × ηL

(10)
式中: Bvp 和

Bωp 分别表示动平台的线速度和角速
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度, vi 表示支链输入速度, ηv 为各支链中虎克铰 Hi

的运动方向的单位矢量, ηL 为各定长杆的轴线的单

位矢量,ωL 为各个支链中的定长干由于平台运动引

起的牵连角速度。 根据上面式子整理变形后可以求

得机器人的逆雅克比矩阵。

J -1 = ηL

ηLηv

( BAi × ηL) T

ηLηv
[ ]

T

vi = J -1 OVP

ì

î

í

ïï

ïï
(11)

式 中 : O VP 即为动平台的广义速度 ,可以表达

为 ( Bvp
Bωp) T。

2　 并联平台操作性能研究

可操作度椭球是研究机器人末端执行器运动能

力的可视化工具,其特征由雅克比矩阵决定。 对于

一些难以求解正运动学的并联机器人,尤其是雅克

比矩阵的逆为非方阵的情况,可以从力椭球的特征

值入手求解。
2. 1　 力性能特征值

为直观揭示工作空间坐标 x ∈ Rm 下的 n 自由

度机器人从关节空间到末端执行器施加的力或扭矩

的方向依赖性,可以对支链驱动力或力矩建立满足

‖τi‖2 = τi
T·τi = 1 的一个 n 维力输入单位球。

假设 J 是可逆的,且机构处于非奇异位置,执行

器末端力可写成:
τT
i ·τi = (JTftip) T·(JTftip) = fTtip(JJT) ftip

(12)

若 J 满秩,则记 A = JJT ∈ RR m×m 为正定方阵。

此时末端力矢量 ftip ∈ Rm,定义为力椭球。 当机构难

以求解正雅克比矩阵时,求 B = A-1 = (J -1)TJ -1,B

的特征值 σi 即为力椭球的主轴长度。
对逆雅克矩阵比进行速度与角速度的分割,可

以写为

J -1(Δli) =
Jω

-1(Δli)

Jv
-1(Δli)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (13)

对于线速度力椭球空间可表示为

fT(Jv Jv
T) f = fT(Bv

-1) f = 1 (14)
对于角速度力椭球空间可表示为

fT(Jω Jω
T) f = fT(Bω

-1) f = 1 (15)
Bv 与 Bω 的特征值即线速度力椭球和角速度力

椭球的主轴长度,其中 Bv = (Jv
-1) T Jv

-1 ∈RR 5×5,但

Jv
-1 ∈ RR 3×5, 故若 Jv

-1 满秩, Bv 存在 3 个实特征值

σi( i = 1,2,3), 同理对于 Jω
-1 ∈ RR 2×5, Bω 存在 2

个实特征值 σi( i = 4,5)。
2. 2　 可操作度椭球

可操作度椭球与力椭球的主轴方向相一致,不仅

如此,可操作度椭球的主轴半径为力椭球的 1 / σi。

如此可操作度椭球可由力椭球推演得到[17]。
可操作度椭球对应的当前关节空间内的速度为

‖vi‖ = 1 时的末端执行器的中心点的广义速度。
当 J 可逆,单位下关节空间速度的条件数为

1 = vT
i vi = (J -1 oVP) T(J -1 oVP)

= oVT
P(J -1) TJ -1 oVP

(16)
上节中定义, A -1 = (J -1) TJ -1,A 的特征值和

特征向量定义了可操作度椭球的形状。 此外,椭球

的体积还与各主轴半径的乘积成正比。

V ∝ λ1λ1…λm = det(JJT) (17)
同样,当 J 难以求得时,本文通过反解迭代法求

可操作度椭圆的主轴方向即 Jv 和 Jω 的特征向量。
由于可操作度椭球的形状与大小只与当前时刻执行

器平台 P 相对于基平台 B 的姿态相关,在计算线速

度可操作度时,首先在工作空间内确定一个包含位

置与姿态的点 P0, 利用蒙特卡洛法在该点生成一个

位移的速度矢量 vrand = (vx,vy,vz) T 并设定转动速度

矢量ωrand = (ωα,ωβ)T 为0。 利用式 vi = J-1
v vrand 求得

PUS 支链的输入速度 vi 后,对其进行归一化处理:

δ‖vi‖ = v21 + v22 + v23 + v24 + v25 = 1 (18)
这意味着所有可能的关节速度向量都位于一个

半径为 1 的五维球面上,通过不断迭代 vrand / δ 便可

得到线速度可操作度椭球,其主轴半径为 λ i, 主

轴方向为 μi, 角速度椭球同理。

3　 算例分析

基于上述分析,机器人的力特征值与关节坐标

系的输入力和速度无关,仅与当前末端执行器的位
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姿有关。 通过分割逆雅克比矩阵,分别分析不同点

位范围内的平台线速度和角速度的变化情况,仿真

点位如表 2 所示。

表 2　 力椭球仿真点位选取表

点位 (x , y , z , α , β)
S1 ( - 255 ~ 255,0, 855, 0, 0)
S2 ( - 255 ~ 255, 0, 855, 17. 5, 0)
S3 (0, 0, 855, - 21 ~ 21, 0)
S4 (0, 137, 855, - 21 ~ 21, 0)
S5 (0, 62, 760 ~ 900, 17. 5, 0)

由图 5 可知, σ3 明显大于 σ1 和 σ2, 原因是平

台在垂直于动平台平面方向受 5 根支链沿平台方向

的同时作用力,故在该方向上具有更大的力操纵性。
此外,由图 5(e)中看出, σ3 呈非线性显著递增,由
5. 3 上升到 10. 8,提升了近乎一倍,而 σ1 和 σ2 下降

了近 2 倍,因此 X 和 Y 方向的力操作性对高度的变

化更加敏感。

(a) S1 点位力主轴

(b) S2 点位力主轴

(c) S3 点位力主轴

(d) S4 点位力主轴

(e) S5 点位力主轴

图 5　 平台点位对力椭球线速度主轴仿真

同理, 取平台位置 Q1(0,0,850)、Q2(100,0,
850) 和 Q3( - 20, - 100,850) 下,倾角 17. 5 °时平

台角速度力椭球随方位角 ϕ ∈(0,2π)下的仿真计

算如图 6 所示。
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　 　 图 6 显示 σ4 和 σ5 对方位角变化呈类似正弦周

期波动,表明角力矩主轴长度也随方位角呈现出规

律性的变化。 这种周期性与平台的几何对称性或者

其在旋转中的动态平衡有关。 对于 σ4 和 σ5, 它们

的值在一个非常接近的范围内变化,总体变化值不

超过 0. 05% ,这表明在不同的 ϕ 角下,这 2 个方向

上的角力矩变化不大,平台在同一点的不同方位角

上均有稳定的力操纵性。

(a) Q1 点位力主轴

(b) Q2 点位力主轴

(c) Q3 点位力主轴

图 6　 平台点位对力椭球角速度主轴仿真

表 3　 可操作度椭球计算点位选取表

点位 (x , y , z , α , β)
P1 (0, 0, 850, 0, 0)
P2 (255, 0, 850, 0, 0)
P3 (0, 0, 850, - 21, 0)
P4 (0, 0, 760, 0, 0)
P5 (0, 62, 900, 17. 5, 0)
P6 (255, 0, 780, 0, 0)

(a) P1 点速度椭球

(b) P2 点速度椭球

(c) P3 点速度椭球

(d) P4 点速度椭球
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(e) P5 点速度椭球

(f) P6 点速度椭球

图 7　 平台点位对可操作度椭球线速度主轴仿真

由图 7(b)、( c)、( f)可知,偏距是改变椭球主

轴方向的因素,且主轴偏转方向与偏距方向一致。
平台姿态角对线速度操作度椭球影响不明显。
图 7(a)、(d)和(e)对比,执行器平台高度较低时,
椭球相对均匀且接近球形,平台的可操作度相对均

衡,能够在各个方向上相对均等地施加或感受力和

运动。 随着执行器高度升高,椭球变得扁平化,表明

平台在垂直方向上的操纵性减弱,而在水平方向上

可能有更好的操纵性。
由图 8 测量的可操作度椭球的主轴长度 λ4、λ5

可知,平台位置偏距、倾斜角度、高度等对角速度可

操作度影响均不明显且长轴与短轴数值差距不大,
不超过 7% 。 分析结果与力操作度特征值 σ4、σ5 相

印证,即平台的位置和姿态对其角速度可操作度影

响不大。

4　 结 论

(1) 针对少自由度并联机构分析其运动学,通
过分析约束支链和驱动支链,构建包含虚拟约束的

五自由度并联机构的逆运动学位置解。利用闭环矢

图 8　 平台点位对可操作度椭球角速度主轴仿真

量分析得出平台相对输入支链的速度映射,得到机

构的逆雅克比表达式。
(2) 利用逆雅克比矩阵得到机器人力椭球特征

值与正向运动学定义的可操作度椭球相互结合的方

法求解并联机构可操作度,该方法适用于难以求正

雅克比矩阵或正运动学复杂的机器人求解可操作

度,并能获得椭球体积、雅克比条件数等指标。 对于

可操作度椭球的主轴矢量方向和大小的精确值,仅
需依靠爬山算法即可求解。 算例分析中用该方法研

究了平台偏距和高度对椭球姿态和形状的影响,当
平台高度在 850 mm 至 870 mm 间、且位置靠近中心

时,操作性能较好,奇异性较低;改变平台偏距和位

姿方位角对角速度的力、操作性影响可以忽略不计。
该结果对并联机构后续的轨迹规划和控制器设计具

有重要的意义。
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Research on operability of 5PUS / RPUR parallel robot

Sun Peng, Zhu Yiming, Ye Jiaming, Li Yanbiao
(College of Mechanical Engineering,Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310023)

Abstract
This paper focuses on a novel five-degree-of-freedom parallel robot and presents a method for solving its manip-

ulability under inverse kinematics. Firstly, a kinematic model of the five-degree-of-freedom robot is established, re-
vealing one constraint limb and five actuation limbs. Using the Denavit-Hartenberg (DH) method and the closed-
loop vector method, the platform constraint conditions as well as the velocity and acceleration mapping equations are
derived. Then, by utilizing the inverse Jacobian matrix, a method combining the robot’s force ellipsoid eigenvalues
with the manipulability ellipsoid defined by forward kinematics is presented to analyze the platform’s force and ma-
nipulability performance. This study provides a computational approach for evaluating the manipulability of robots
with challenging forward kinematics solutions, laying a foundation for further research on the five-degree-of-freedom
robot discussed in this paper.

Key words: parallel robots, closed loop vector, inverse Jacobi, force ellipsoid, operability ellipsoid
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