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Fokker-Planck 方程的算子分裂算法①
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(浙江工业大学机械工程学院声学与振动实验室　 杭州 310014)

摘　 要　 为减少传统 Runge-Kutta 有限单元法求解福克-普朗克(FP)方程所需的冗长时

间,提出一种有限单元法结合算子分裂法的 FP 方程数值求解新方法。 该方法通过对有

限元矩阵方程的拆分,得到算子分裂子矩阵组,进而使用具有一阶和二阶精度的算子分裂

法对 FP 方程进行数值求解。 针对线性系统和非线性 Duffing 系统进行了 FP 方程数值求

解的验证,检验了拆分为对流项和扩散项算子的计算精度和计算时间。 实验结果表明,相
对于传统的 Runge-Kutta 求解方法,在相同的数值解精度下,结合算子分裂法的求解时间

仅为纯有限单元法的 1% ~5% 。 有限单元法结合算子分裂是一种具有较快速计算潜力

的 FP 方程数值求解方法。
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　 　 近年来在考虑机械系统的非稳态响应和可靠性

分析时,随机激励的影响越来越受重视,比如在大飞

机设计时考虑的湍流激励、火箭设计时考虑的发动

机喷流激励、轮船设计时考虑的波浪激励、车辆设计

时的路面不平度激励以及工程结构设计时考虑的地

震激励等。 福克-普朗克(Fokker-Planck,FP)方程是

白噪声激励下动力系统不确定性传播的精确描述,
包含了所考虑系统在状态空间中任何时刻的完整的

概率密度分布[1]。 FP 方程首先被 Fokker 和 Planck
应用于布朗运动问题[2],它能给出随机响应的全部

特性信息[3],允许推断响应的其他特殊属性,如频

率和局部稳定性[3],还为处理微小扰动激励系统的

随机响应提供了一个强有力的工具[4]。
FP 方程在随机动力学领域占据重要地位[5-7],

然而仅有少一部分 FP 方程存在解析解,比如一些

线性系统[2]、标量非线性系统[8] 和极少数标量多维

保守系统[9]。 而在所有的数值求解 FP 方程的方法

中,有限单元方法[3, 10] 是最准确的一种。 1981 年,
文献[11]提出使用 Petrov-Galerkin 有限元法求解后

向 FP 方程,完美解决了由加性高斯白噪声驱动的

二阶线性系统的首次穿越问题[12],并用 Bubnov-
Galerkin [13]有限元方法求解线性振子、Duffing 振子

和 Van der Pol 振子的 FP 方程。 Wojtkiewicz 等

人[14]探索了通过有限元分析求解高维 FP 方程的可

能性,发现随着维数增多,标量方程数呈指数级增

长,求解困难。 Pichler 等人[15]讨论了有限差分和有

限单元方法的区别,并通过数值示例进行了比较,发
现有限单元方法的效果最好,但随着随机系统自由

度的增加,最终求解的标量方程组数量将呈指数增

长,导致求解的时间也呈指数增长。 尽管如此,在许

多重要的情况下[16-17],有限单元法目前仍然是求解

FP 方程的最准确方法。 杨雪等人[18] 研究 FP 方程

时,使用了二阶有限元半离散近似计算方法,得到了

FP 方程在实数空间上的数值解。
微分方程的算子分裂数值求解方法,起源于 19

世纪 70 年代中期 Sophus Lie[19] 计算大维度矩阵指

数时提出的 Lie 方案。 受非线性双曲问题精确求解

过程的启发,Strang[20] 基于对称化原理提出了 Lie
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格式的二阶变体,这种二阶格式是无条件稳定的,这
使得它在计算偏微分方程组中很受欢迎。 算子分裂

方法结合有限单元方法在流体力学领域应用广泛。
王海娇等人[21]研究了基于特征线的 N-S 方程的算

子分裂有限单元方法,使用算子分裂方法将对流项

与扩散项分开,随后借助有限差分方法求解扩散项

的离散时间,使用有限单元方法对其空间离散;对流

项使用特征线有限单元方法进行求解,通过数值验

证表明了该方法具有较高的精度和较好的稳定性。
Zorzano 等人[22]在求解加速器中的 FP 方程问题时,
将算子分裂与有限差分方法相结合,还为二维空间

以及时间的 FP 方程[23]提供了一种稳健的结合算子

分裂的有限差分格式,证实了算子分裂方法能够快

速求解 FP 方程。 在研究布朗粒子的动力模拟时,
Geiser 等人[24]应用算子分裂方法处理边界粒子的

运动方程。 在处理分数阶动力学 FP 方程时,Duong
等人[25]使用算子分裂方法把求解过程拆分为分数

扩散阶段和动能传递阶段进行求解。
以上关于算子分裂方法的研究,在求解原始方

程时均先把方程按照算子分裂原理拆分为不同的子

部分,再使用有限单元和有限差分等不同的数值方

法对每个子部分进行求解。 本文提出的方法先对原

始方程进行有限单元离散,对得到的矩阵控制方程

进行拆分;再使用算子分裂算法来求得 FP 方程的

高精度数值解;最后以二阶线性系统和非线性 Duff-
ing 系统进行数值求解验证。

1　 受随机激励的动力学系统分析

1. 1　 随机动力学系统的 Fokker-Planck 方程

受高斯白噪声 w( t) 激励的随机动力学系统

g(x) 的控制方程可以简写为如下形式

dx
dt = g(x) + hw( t) (1)

其中,系统的响应 x 是二维实数域 R2 中关于时间 t
的函数,表示二维向量;随机动力学系统的振动类型

可以由向量 h 控制,它为 0 向量时系统为自由振动,
h = [0,1] T 时为受迫振动。 随机动力学系统所受

的高斯白噪声激励由其前两阶矩完全控制。
E[w( t)] = 0 (2)

E[w( t)w( t + t′)] = 2Dδ( t′) (3)
其中 E[·] 表示求随机变量均值的函数, δ(·) 表示

经典狄拉克 δ 函数(Dirac delta function), D / π 表示

此随机系统激励的恒定双边功率谱密度的幅值。
把随机动力学系统使用分量表示 g(x) =

[g1(x), g2(x)] T, 随机动力学系统控制方程式(1)
可以写为状态空间形式的一阶微分方程组:

ẋ1 = g1(x)

ẋ2 = g2(x) + w( t)
(4)

随机系统的激励与响应均是一个随机过程,准
确地用一个确定性的方程去定量描述随机过程中每

时每刻的状态有很大难度,尤其是完整描述一个随

机变量需要求出其联合概率分布函数,这对于随机

动力学系统来说难以实现。 因而一般只使用激励和

响应的某些统计量来描述其特征,如均值、方差、协
方差等。 使用直接或间接[26]的随机动力学分析,需
要进行多次复杂的计算,不利于问题的顺利解决。

对于受高斯白噪声激励的随机动力学系统,其
响应 x( t) 在 2 个连续的时间区间上的演变相互独

立,因而式(1) ~ (4)实际定义了 R2 域中的马尔可

夫过程[4] (Markov)。 马尔可夫过程的系统响应完

全由转移概率密度函数 p(x, t | x0) 决定,转移概率

密度函数给出在时间 t 时处于相平面上的微分单元

(x,x + dx) 的概率。 从 x0 的初始时刻开始,这一马

尔可夫过程满足前向福克-普朗克方程。 在高斯白

噪声激励[13]的所有统计量中,高于二阶的统计矩均

为 0,因此可以得出此系统响应的特征也完全由其

前两阶统计矩决定,可得到此系统对应的 FP 方程

为

∂p
∂t = D ∂2p

∂x2
2
- ∂

∂x1
[g1(x)p] - ∂

∂x2
[g2(x)p]

(5)

1. 2　 边界条件与初始条件

FP 方程控制着随机动力学系统的概率密度函

数,欲求解 FP 方程,必须定义系统的边界条件和初

始条件。 FP 方程的解通常是计算域中的局部分布,
绝大多数边缘区域的值都接近 0,可选择零通量条

件[13]作为系统的边界条件,即在边界上的概率分布

为 0。 在实际计算时,可直接把计算域边缘的概率
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密度函数的值赋为 0。 初始条件一般使用双正态概

率密度函数[13]:
px0(x0) = px0(x01,x02)

= Φ x01 - μx01

σ01
( )Φ x02 - μx02

σ02
( ) (6)

式中, Φ(·) 表示标准正态概率密度函数, μx01 和

σ01 表示 x1 方向初始值的期望和标准差, μx02 和 σ02

表示 x2 方向初始值的期望和标准差。 当初值问题

的控制方程、初始条件与边界条件都已知时,理论上

可以直接求解,但是绝大多数 FP 方程都没有解析

解,大多数数值解的求解精度也并不高[15]。 本文将

以有限单元方法[27]为基础进行数值求解,能高精度

求解出系统响应的概率密度函数值。

2　 结合算子分裂方法的有限单元分析

方法

2. 1　 Fokker-Planck 方程的有限单元离散

用有限单元方法求解 FP 方程时,首先对其离

散化,方程左右两边都乘以与 p 同型的权函数 w, 在

特定的计算域 Ω 上进行全域积分,使用边界条件与

二重积分的分部积分方法,化简可得

∬Ω w ∂p
∂t + D ∂p

∂x2

∂w
∂x2

- pg1
∂w
∂x1

- pg2
∂w
∂x2

( )dx1dx2 = 0

(7)
由于 w 和 p 是同型的解,假设它们具有同型的

单元试函数:

w = ∑ np

r = 1
Nr(x)pe

r( t) (8)

p = ∑ np

s = 1
Ns(x)pe

s( t) (9)

其中, np 为每个单元的节点数量,Nr、Ns 分别为 w和

p 在单元的某个节点对应的试函数, pe
r( t)、pe

s( t) 为

节点的概率密度函数值, r、s = 1,2,…,np。 把方程

式(8) ~ (9)代入式(7)进行化简,可得:

∬Ω∑
np

s =1
NrNs ṗes + D

∂Nr

∂x2
∂Ns

∂x2
- g1Ns

∂Nr

∂x1
- g2Ns

∂Nr

∂x2
( )pes[ ]dx1dx2

= 0 (10)
为了在一定程度上消除概率质量在边界的扩

散[13] 应使用等参单元[11],计算域应由均匀的四节

点矩形单元组成,单元试函数采用双线性插值。 最

终得到矩阵形式的单元离散控制方程:
mṗe

s( t) + k pe
s( t) = 0 (11)

其中 pe
s( t) = [pe

1, pe
2, pe

3, pe
4] 表示节点的概率密度

函数值;参数 m 和 k 通常被称为单元质量矩阵与单

元刚度矩阵,它们的具体形式为

m = ∬ΩN-N- T | J | dξdη (12)

k = ∬Ω D 􀆟2N-N- T

∂x2
2

- g1
∂N-

∂x1
+ g2

∂N-

∂x2
( )N- T[ ]| J | dξdη

(13)

其中, (ξ,η) 表示单元的局部坐标, N-(ξ,η) =
[N1(ξ,η),N2(ξ,η),N3(ξ,η),N4(ξ,η)] 表 示 单

元节点向量对应的试函数向量,雅克比( Jacobi)矩

阵 J 表示单元内的局部坐标和整体坐标之间的关

系。 根据式(12)和(13)可以看出,单元质量矩阵仅

与试函数以及网格划分方式有关,与系统的性质无

关,在不改变网格区域划分、单元形状以及单元试函

数的情况下,不同系统的单元质量矩阵相同。 而单

元刚度矩阵则与系统的性质密切相关。
在对 FP 方程进行网格划分时,一般每个方向

上需要至少划分 100 份[28] 才可以比较精确地求出

Fokker-Planck 方程的解。 当在相空间某一维度上划

分 100 份时,在该方向上有 100 个单元、101 个节

点,最终得到 1002 个单元、1012 个节点。 可以使用

高斯积分[29]对单元矩阵方程式(12)和(13)进行数

值积分,得到所有的单元质量和刚度矩阵,根据节点

编号和单元编号采用“对号入座”的方式[30] 构建全

局的质量矩阵 M 和刚度矩阵 K,并施加边界条件得

到全局运动控制方程

M11 ṗ1 + K11p1 = 0 (14)
其中, p1 表示计算域中除去边界节点的概率密度数

值组成的向量,维度为 9 801; M11、K11 的维度均为

9 801 × 9 801。 在应用有限单元方法求解 FP 方程

时,在合适的网格划分情况下,到最后得到的标量方

程数很多,向量的维数接近 1 × 104,会给计算机带

来计算压力,因而寻求高效的求解方式,来破解这种

“维度诅咒”具有重要意义[31]。
2. 2　 算子分裂方法求解有限元离散控制方程

算子分裂是一种计算微分方程数值解的方法,
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最初是由 Lie 解决以下初值问题[32]时提出的。
du
dt = (A + B)u (15)

其中 A 和 B 可以是任何一种算子操作符,容易得到

解析解 u( t) = e(A+B) tu(0),然而直接计算矩阵指数

e(A+B) t 在某些情况下存在困难。 比如,当矩阵 A + B
的性质比较差,条件数比较大,而经过某种拆分的矩

阵 A 和 B 的条件数比较小,或者矩阵 A + B 不可以

进行相似对角化,在实际计算时需要借助于约旦

(Jordan)标准型,实现的方式比较复杂,此时如果矩

阵 A 和矩阵 B 具有良好的矩阵性质,可以使用简单

的方法分别计算它们的指数矩阵 eAt 和 eBt, 便可以

很自然地使用算子分裂算法[33-34]。
对于本文需要求解的有限元离散控制方程

式(14),如果能通过某种拆分原则,把矩阵 K11 拆分

为 K1 和 K2 两部分,得到如下形式的总体离散控制

方程。
M11 ṗ + (K1 + K2)p = 0 (16)
使用算子分裂方法求解时,在时域 [0,T] 内,

先将其划分为 n 个 Δt 时间步长,在第 i 个时间步长

[ ti, ti +1] 内,使用算子分裂连续求解如下 2 个方

程[34],便可以从 ti 时刻的解 pi 演化推导到时间 ti +1
时刻的解 pi +1。

M11 q̇ + K1q = 0 (17)
M11 ṗ + K2p = 0 (18)
具体来说,在解第 1 个方程时,以 q0 = pi 为初

值计算一个步长 Δt, 得到一个中间结果 qi +1; 在求

解第 2 个方程时,以 p0 = qi +1 为初值计算一个时间

步长 Δt, 得到 ti +1 时刻的结果 pi +1。 循环求解就可以

得到每个时间点的概率密度函数向量解 pi。 通过泰

勒级数可以看出,这种方法由于缺乏对称性其数值

精度仅有一阶[34],使用恢复对称性的 Strang 算子分

裂方法[20]让解的数值精度达到二阶,对于本文需要

求解的方程式(16),把矩阵 K11 拆分为 K1 / 2、K2 和

K1 / 2 三部分,具体的求解过程是在每个时间区间

[ ti,ti +1] 内连续求解如下 3 个方程。
M11 q̇ + 1 / 2K1q = 0 (19)
M11 q̇′ + K2q′ = 0 (20)
M11 q̇ + 1 / 2K1p = 0 (21)

以区间起始值 pi 作为式(19)的初始值计算半

个步长 1 / 2Δt, 得到中间结果 qi +1, 再以此值作为第

2 个方程式(20)的初值计算一个步长 Δt 得到另一

个中间结果 q′i +1, 最后以这个结果作为初始值计算

半个步长 1 / 2Δt求解最后一个方程式(21)得到算子

分裂方法在一个区间的演化终值 pi +1。
2. 3　 结合算子分裂方法的有限单元算子拆分原则

算子分裂方法的通用拆分原则有很多,选择不

同的拆分方法,得到的子矩阵性质不同,最终求解得

到的精度也会有所差别,因而选择合适的拆分方法

十分重要。 本文提出了 3 种根据单元矩阵方程

式(13)进行算子拆分的方式,第 1 种方式是根据不

同的物理过程,把单元刚度矩阵拆分为 2 个物理过

程,分别对应扩散过程 k1 和对流过程 k2。

k1 = ∬Ω 0 - g1
∂N-

∂x1
+ g2

∂N-

∂x2
( )N- T[ ]| J | dξdη

(22)

k2 = ∬Ω D ∂2N-N- T

∂x2
2

- 0[ ]| J | dξdη (23)

还可以根据沿相空间的坐标轴 x1 和 x2 方向进

行拆分,可以分别得到对应的子矩阵 k3 和 k4。

k3 = ∬Ω 0 - g1
∂N-

∂x1
+ 0( )N- T[ ]| J | dξdη (24)

k4 = ∬Ω D ∂2N-N- T

∂x2
2

- 0 + g2
∂N-

∂x2
( )N- T[ ]| J | dξdη

(25)
根据单元刚度矩阵方程的三项的自由组合定

律[35],还有一种拆分方式为

k5 = ∬Ω 0 - 0 + g2
∂N-

∂x2
( )N- T[ ]| J | dξdη (26)

k6 = ∬Ω D ∂2N-N- T

∂x2
2

- g1
∂N-

∂x1
+ 0( )N- T[ ]| J | dξdη

(27)
当具有单元刚度矩阵的拆分子矩阵组之后,可

以根据有限单元方法的一般步骤,得到总体刚度矩

阵的子矩阵组,进而进行求解。 本文首先以线性系

统为例进行求解分析,通过与精确解的对比,说明算

子分裂有限元方法的精确程度与求解效率;随后使

用非线性系统进行数值分析,验证此方法对非线性
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系统的适用性。

3　 数值仿真验证

3. 1　 线性系统数值仿真验证

受高斯白噪声激励单自由度线性算子的状态空

间方程为

ẋ1 = x2 (28)

ẋ2 = - 2ζω0x2 - ω2
0x1 + w( t) (29)

其中 w( t) 为加性高斯白噪声, ζ 表示系统的阻尼

比, ω0 表示系统的固有频率。 归一化时间 τ =
ω0 t / 2π 使用自然周期进行标准化,线性系统中使用

的参数值如表 1 所示。

表 1　 线性系统中的参数值

参数名称 参数值

阻尼比: ζ 0. 05
固有频率: ω0 1 rad·s - 1

激励强度: D 0. 1 N·rad - 1·s
求解区域: x1, x2 ( - 10,10) m, ( - 10,10) m·s - 1

归一化时间步长: Δτ 0. 01
归一化时间: τmax 20

网格划分 100 × 100

算子分裂方法结合有限单元方法,最终会得到

3 对全局刚度子矩阵 (K1,K2)、 (K3,K4) 和 (K5,
K6), 它们的维度均为 9 801 × 9 801。 三对矩阵的性

质如表 2 所示,可以发现全局刚度矩阵 K11 和子刚

度矩阵组 K3、K4 为非满秩矩阵,具有奇异性。 矩阵

的条件数理论上是无穷大的,容易造成方程组“病
态”,且容易由微小的数值计算误差引起结果巨幅

偏离。 而其他 2 组子刚度矩阵为满秩矩阵,具有相

对良好的性质,其中拆分为扩散项和对流项的子刚

度矩阵组 K1、K2 的条件数更小,下文将以它们为主

进行数值对比。
图 1 用概率密度函数 p(x1, x2,τ) 在几个归一

化时间步长的叠加来显示系统的演变过程,每个时

刻的等高线图表明概率密度函数此时在相空间中的

集中位置,每个时间步长的等高线并不均匀,越密集

的等高线表明概率密度函数越集中。 图 1 印证了在

相空间中的轻度阻尼系统( ζ = 0. 05 ),会在归一化

时间 τ = 1 附近完成第 1 次旋转[13]。 此外,图 1 也

证实了线性系统在每半个自然周期的概率密度函数

具有对称性[13]。 本文提出的二阶算子分裂方法与

Runge -Kutta方法求得的结果与图1几乎完全吻合,

表 2　 线性系统中全局刚度矩阵和子矩阵的性质

　 K11 K1 K2 K3 K4 K5 K6

矩阵的秩 9 800 9 801 9 801 9 604 9 798 9 801 9 801
条件数 — 1. 21 × 104 8. 04 × 103 — — 4. 41 × 103 2. 76 × 104

(a) 二阶算子分裂(K1,K2)方法 (b) 简单算子分裂(K5,K6)

图 1　 线性振子的概率密度函数演化等高线图
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说明算子分裂方法的精确性对于 Fokker-Planck 方

程的求解来说是足够的。 矩阵条件数相对较大的简

单算子分裂 (K5,K6) 方法的结果在初始几个时刻

的等高线图误差相对较大,说明选择不同的拆分方

法对算子分裂方法的影响很大。
表 3 显示了使用不同算子分裂方法在图 1 中不

同的归一化时刻的误差范数。 表格数据显示,使用

矩阵条件数更大的简单算子分裂 (K5,K6) 方法在

初始几个归一化时刻的误差明显更大,稳态的结果

也是如此,从数值上说明拆分方法的选择对算子分

裂方法的结果影响很大;对比使用矩阵组 K1、K2 的

二阶算子分裂与一阶算子分裂方法,可以发现,使用

精确度更高的二阶算子分裂方法得到的结果的误差

明显更小,因此在一阶算子分裂方法计算精度不够

时,可以使用二阶算子分裂方法来优化结果。
图 2(a)显示了线性系统在原点的概率密度函

数 p(0,0,τ) 随归一化时间的变化趋势,将算子分

裂方法与解析解进行对比,可以看出选择不同的拆

分方法求得的结果都能在一定程度上很好地逼近解

析解,但是又有差别。 根据局部放大图可以看出,使
用二阶算子分裂 (K1,K2) 方法求得的解与解析解

的逼近程度最好;而条件数相对较大的一阶算子分

裂 (K5,K6) 则与预期相符的逼近程度较差,这再次

说明不同的拆分方法对算子分裂方法的求解具有一

定程度的影响,选择较好的拆分方法,可以得到相对

更准确的解。 图 2(b) 显示了概率密度函数每个时

刻的解与 Runge-Kutta 方法的 2 范数误差随归一化

时间的演化趋势,可以看出条件数较差的简单算子

分裂 (K5,K6) 方法在演化的初始一段时间的误差

波动很大,但是使用二阶算子分裂 (K5,K6) 方法可

以很好地降低误差,因此说明,二阶算子分裂方法可

以提高求解的精度,甚至可以修正由于条件数相对

表 3　 不同算子分裂方法在图 1 不同的归一化时刻的误差范数

归一化时刻 二阶算子分裂(K1,K2) 算子分裂(K1,K2) 算子分裂(K5,K6)

τ = 0. 125 0 0. 001 346 0. 045 099 1. 061 982
τ = 0. 250 0 0. 000 677 0. 039 713 1. 111 700
τ = 0. 375 0 0. 000 468 0. 016 204 0. 454 576
τ = 0. 500 0 0. 000 463 0. 005 064 0. 030 407
τ = 0. 750 0 0. 000 449 0. 013 044 0. 446 612
τ = 1. 062 5 0. 000 427 0. 005 551 0. 125 362
τ = 1. 187 5 0. 000 438 0. 007 900 0. 267 901
τ = 1. 312 5 0. 000 436 0. 007 399 0. 243 130

稳态 0. 000 377 0. 003 887 0. 022 770

(a) 原点概率密度函数随归一化时间演化趋势 (b) 不同时刻概率密度函数的误差范数随归一化时间变化图

图 2　 线性系统概率密度函数随归一化时间的误差对比
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较高造成的误差过大的情况。
图 3 为稳态时( τ = 20 )概率密度函数沿位移

方向的横截面值 p(x1,0,20) 和沿速度方向的横截

面值 p(0,x2,20) 与解析解的对比图,总体来说,使
用不同的算子分裂方法求得的解与解析解有很好的

一致性。 从稳态解尖端点附近的放大图来看,使用

二阶算子分裂方法的结果与解析解的逼近程度最

好,而使用条件数相对较大的矩阵组 K5、K6 的逼近

程度最差。 可以使用 KL(Kullback-Leibler)散度[36]

来定量分析不同方法的概率密度函数与解析解的逼

近程度,KL 散度越大表示该方法求得的概率密度函

数误差越大,如表 4 所示,二阶算子分裂 (K1,K2)
方法的 KL 散度最小,该方法求得的数值解精度最

高,而使用条件数较差的矩阵组得到的数值结果误

差较大。

(a)沿位移方向的截面 (b)沿速度方向的截面

图 3　 稳态时概率密度函数的横截面值

表 4　 线性系统中不同数值方法的稳态概率密度函数的 KL 散度(10 -5)

二阶算子分裂 (K1, K2) 算子分裂 (K1,K2) 算子分裂 (K5,K6)

0. 933 0. 937 1. 095

　 　 表 5 统计了使用不同算子分裂方法的运行时间

对比,排除干扰因素影响,在相同的计算设备上,算
子分裂方法的最快计算速度仅是 Runge-Kutta 方法

的计算时间的 2. 52% ,可以看出算子分裂方法不仅

在精度上具有优势,在速度上的优势更为明显。 使

用不同的算子分裂方法的计算时间相差不大,相对

表 5　 线性系统不同计算方法的运行时间对比(τmax =20)

计算方法 运行时间 / s
Runge-Kutta 14 262. 904 35

二阶算子分裂 (K1,K2) 370. 449 56
算子分裂 (K1, K2) 360. 122 67

二阶算子分裂 (K5, K6) 376. 107 31
算子分裂 (K5,K6) 365. 732 69

来说使用二阶精度的算子分裂方法需要的运行时间

更长。 本小节验证了算子分裂方法的有效性,下一

小节将对非线性 Duffing 振荡器进行研究。
3. 2　 非线性 Duffing 系统数值仿真验证

受高斯白噪声激励的非线性 Duffing 系统 g(x)
可以表达为如下形式

g1(x) = x2

g2(x) = - 2ζω0x2 - ω2
0x1(γ + εx2

1)
(30)

其中, ζ 表示系统的阻尼比, ω0 表示系统的固有频

率, γ 是一个与系统的线性刚度有关的参数, ε 是一

个与系统非线性刚度有关的项。 Duffing 系统中使

用的参数值如表 6 所示。
使用算子分裂结合有限单元方法可以得到维度

均为9 801 × 9 801的全局的质量、刚度矩阵以及子
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表 6　 Duffing 系统中的参数值

参数 参数值

阻尼比: ζ 0. 2
固有频率: ω0 1 rad·s - 1

线性刚度系数: γ - 1
非线性刚度系数: ε 0. 1

激励强度: D 0. 4 N·rad - 1·s
求解域: x1, x2 ( - 15,15) m, ( - 20,20) m·s - 1

归一化时间步长: Δτ 0. 01
最大归一化时间: τmax 35

网格划分 100 × 100

刚度矩阵,它们的性质如表 7 所示。 同样可以看出,
K11、K3、K4 为非满秩矩阵,具有奇异性。 相对来说,
条件数较小的 K1、K2 性质更好,将在后文以它们为

主进行数值分析。
图 4(a)以等高线形式显示了 Duffing 振荡器的

概率密度函数在几个演化时刻的解,可以观察到算

子分裂方法可以很好地逼近 Runge-Kutta 方法。 随

机振荡系统在归一化时间 τ = 1 附近开始向双峰分布

演变,概率密度函数在这个时期出现了一定程度的

失真,这仅能使用有限单元方法观察到[13] 。图4(b)

表 7　 Duffing 系统中全局刚度矩阵和子刚度矩阵的性质

　 K11 K1 K2 K3 K4 K5 K6

矩阵的秩 9 800 9 801 9 801 9 604 9 770 9 801 9 801
条件数 — 1. 21 × 104 1. 98 × 104 — — 1. 69 × 104 3. 68 × 104

(a) 非稳态解 (b) 稳态解

图 4　 二阶算子分裂方法与 Runge-Kutta 方法的非稳态等高线图对比

显示了稳态时 (τ = 35) 的概率密度函数对比,可以

观察到二阶算子分裂方法可以很好地捕捉到系统的

稳态,并且精确程度很高。
图 5 显示了不同算子分裂方法在一个稳态峰值

点的概率密度函数随归一化时间的演化趋势,在归

一化时间 τ = 4 左右稳态解的变化已经不大。 以

Runge-Kutta 方法作为标准,可以看出在大多数时

刻,使用条件数较大的矩阵组 K5、K6 得出的算子分

裂解与标准解的逼近程度最差,稳态附近的误差有

所缩小,但结果仍不如使用条件数较小的 K1、K2 矩

阵组进行求解计算的结果。 还可观察到,二阶算子

分裂方法的精确程度可以与 Runge-Kutta 方法相当。
图 6 显示了稳态时 (τ = 35) 概率密度函数沿

位移方向的横截面值p( x1,0,35)和沿速度方向的
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图 5　 Duffing系统原点概率密度函数随归一化时间演化趋势

横截面值 p(0,x2,35)。 通过与解析解进行对比,总
体来说,使用不同的算子分裂方法求得的解与解析

解具有很好的一致性。 但是通过尖端处的放大对比

图可以看出,使用条件数较大的矩阵 (K5,K6) 得出

的算子分裂解与解析解的偏离程度最大,二阶算

子分裂方法与解析解的逼近程度最好,尤其是从

图 6(b)可以看出,沿速度方向的截面值与解析解完

全一致。 表 8 列出了不同方法求得的稳态概率密度

的 KL 散度,从定量的角度分析,使用 K5 和 K6 矩阵

组的算子分裂方法,由于条件数相对较大导致求得

的数值解的KL散度大于其他方法,说明其误差相

(a)沿位移方向的截面 (b)沿速度方向的截面

图 6　 稳态时概率密度函数的横截面值

表 8　 Duffing 系统中不同数值方法的稳态概率密度函数的 KL 散度( ×10 -4)

二阶算子分裂 (K1,K2) 算子分裂 (K1,K2) 算子分裂 (K5,K6)

2. 534 2. 554 2. 777

对较大。 而二阶算子分裂方法(K1,K2)的稳态概率

密度函数的 KL 散度最小,表明该方法数值精度最

高。
表 9 统计了 Duffing 振荡器系统中使用不同计

算方法的运行时间情况。 可以看出,条件数可以极

大影响算子分裂方法的运行时间,使用条件数较大

的矩阵组 (K5,K6) 的运行时间比条件数较小的矩

阵组 (K1,K2) 多 153. 540% ;但是与 Runge-Kutta 方

法相比,仍然具有一定优势,二阶算子分裂方法

(K1,K2) 的 运 行 时 间 仅 为 Runge-Kutta 方 法 的

0. 924% ,可以看出即使在非线性系统中,算子分裂

方法也具有速度优势。

表 9　 Duffing 系统不同计算方法的运行时间对比 (τmax =4)

计算方法 　 　 运行时间 / s
Runge-Kutta 32 929. 223 22

二阶算子分裂(K1,K2) 304. 422 53
算子分裂(K1,K2) 276. 647 12
算子分裂(K5,K6) 424. 755 33

4　 结 论

求解随机动力学系统的 Fokker-Planck 方程的
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主要困难在于使用一般的方法计算其精度较低,而
精度较高的有限单元方法又由于网格划分的需要而

导致最终求解的矩阵微分方程的维度很高,接近

10 000,求解时间长。 本文把算子分裂方法和有限

单元方法结合,使用单元矩阵方程进行拆分得到子

刚度矩阵组,进而使用算子分裂方法求解 FP 方程。
分别使用一阶算子分裂和二阶算子分裂方法,结合

不同的拆分方式,验证了线性系统和非线性系统的

FP 方程的求解。 与 Runge-Kutta 方法相比,算子分

裂结合有限单元方法在获得相同数值精度的同时,
仅需要其他求解方法 1% ~ 5%的运行时间,运行效

率和时间上具有优势,对求解高维 FP 方程具有很

大的潜力。
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Operator splitting method for Fokker-Planck equation

FU Hangyu, HAN Tao, D. M. MCFARLAND, CHENG Xiangle, LU Huancai
(Sound and Vibration Laboratory, College of Mechanical Engineering,

Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310014)
Abstract

In order to obtain the exact numerical solution of the Fokker-Planck (FP) equation efficiently, a numerical
method which combines the finite element method and the operator splitting method is proposed in this paper. In
this method, the FP equation is solved numerically by splitting the element matrix equation in space and then using
the first-order and second-order accuracy operator splitting method. Numerical verification is carried out by using a
linear system and a nonlinear Duffing system, and the results show that the method has the advantages of both oper-
ator splitting and finite element method, not only high numerical accuracy, but also fast solution speed. The opera-
tor splitting method which is divided into convection term and diffusion term is the best way. The experimental re-
sults show that compared with the Runge-Kutta method, the running time of the proposed method is only 1% -5%
of the Runge-Kutta method. The finite element method combined with operator splitting has great advantages in nu-
merical accuracy and computational efficiency, and it is a potential numerical solution of FP equation.

Key words: finite element method, Fokker-Planck (FP) equation, operator splitting, nonlinear Duffing sys-
tem, random vibration
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