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阻尼色散波的人工边界条件①
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摘　 要　 本文设计阻尼色散波问题的数值人工边界条件。 本文采用匹配边界条件方法,
通过匹配阻尼色散波的特征频率-波数关系,构造了准确的局部人工边界条件。 匹配边界

条件方法利用人工边界附近原子位移、速度的线性组合形式构造人工边界条件,并通过匹

配色散波频率-波数关系的方式确定其组合系数。 本文以一维无限长阻尼单原子链为例,
以频率而非波数作为自变量,建立了阻尼色散波的频率-复数波数关系式。 通过匹配该色

散关系构造的匹配边界条件能够有效处理不同波速、不同空间衰减率的阻尼波。 反射系

数分析和数值算例均验证了此人工边界条件的有效性。 该人工边界条件形式紧凑、构造

方便、计算量小、吸收高效,适用于晶体的分子动力学模拟及多尺度计算。
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0　 引 言

近几十年来,随着计算机能力和数值算法的发

展,研究者大量地采用计算机数值模拟来研究材料

和结构的力学性能和行为。 一方面,碳纳米管、纳米

半导体材料等新兴材料层出不穷,新的材料结构使

其往往具有新的力学性能。 另一方面,在非常规极

端环境下服役的材料及其结构的力学行为更加复

杂。 这两个趋势推动着材料力学性能和行为的微观

机理研究,人们大量地使用分子动力学模拟研究此

类问题。 实际的物理系统通常具有庞大的原子数

目,采用完全的原子模拟计算量巨大。 因此,在数值

模拟中通常采用截断原子计算区域的办法来减小计

算量与存储量。 这样就引入了截断区域的计算边

界,这种人为划定的计算边界,往往不能随意构造,
需要针对分子动力学的运动特征设计边界条件。 这

种边界条件被称为人工边界条件(artificial boundary
conditions) [1-4]。

不准确的人工边界条件往往会产生显著的数值

反射,从而影响计算的结果,甚至会带来数值不稳定

性而导致计算结果发散。 波动问题的人工边界条

件,也被称为吸收边界条件 ( arbsorbing boundary
conditions) [1-3,5-7]。 对于无界域连续介质波传播问

题的人工边界条件,已有大量的研究[1,3,8-12]。 由于

晶格动力学的离散和色散特性,这些方法大多数无

法直接应用,还需要进一步发展[13-15]。 例如,文

献[13]和[16]分别将连续介质波传播的完美匹配

层方法[3]推广到分子动力学模拟中。
对于晶体的原子模拟,目前也已经发展了多种

人工边界条件[6,11-12,17-32]。 最初由文献[17]提出了

分子动力学模拟的一种精确人工边界条件。 文

献[21,23-26,28,29,33,34]系统地将这种人工边界

条件推广到处理二维和三维晶格,称之为时间历史

积分方法(time history kernel treatment),并以之为基

础发展出桥接多尺度方法(bridging scale method)。
时间历史积分方法有以下局限性:一方面,该方法依

赖核函数,而核函数的解析求解困难,尤其是对于多

维问题不易实现[35],通常采用数值方法[18, 26];另一
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方面,时间历史积分的数值卷积计算量较大,为了提

高求解效率,通常进行时间截断,而这又带来了误

差[30]。 最后,基于基本解的时间历史积分在时间和

空间上都是非局部的,不易推广应用到非线性晶体

的原子模拟中。 因此,除了全局人工边界条件之外,
人们发展出了精度稍低、计算量小、便于应用的局部

人工边界条件。 以文献[1]为基础,通过最小化反

射系数的方式,文献[11,12,36-37]构造了晶格动力

学的局部人工边界条件。 通过对离散晶格动力学方

程进行泰勒展开、算子分裂的方式,文献[27]构造

了一种主要处理长波的多层的速度界面条件。 考虑

到晶格动力学色散波动特征,文献[31]和[38]提出

了基于匹配色散关系的匹配边界条件 ( matching
boundary conditions, MBCs)。 匹配边界条件方法采

用边界附近原子速度-位移的线性组合形式,组合系

数通过匹配晶格行波的色散关系确定。 其结构紧

凑,构造简单,吸收效果好,已运用到简单晶格[39-40]

以及复式晶格[31]中。
本文旨在设计出能够有效处理阻尼色散波的局

部人工边界条件。 阻尼是材料的固有属性,在研究

材料的动力学性能时考虑阻尼是必要的。 离散晶格

中波传播具有色散性,晶体中不同频率波的传播速

度不同。 由于阻尼的存在,使得晶体中的波传播具

有边传播边衰减的特性。 其人工边界条件构造的难

点在于要同时处理不同波速、不同空间衰减率的阻

尼色散波。 针对晶体中的阻尼色散波,本文将基于

匹配边界条件方法[31] 通过匹配以频率而非波数为

自变量建立的阻尼波色散关系,来构造人工边界条

件,并利用反射系数分析和数值算例来验证所提人

工边界条件的有效性。

1　 人工边界条件的引入

本文以如图 1 所示的阻尼一维单原子链为例,
考察阻尼色散波的波传播问题。 阻尼一维单原子链

由集中质量、弹簧以及阻尼元件组合而成。 其中,每
个原子质量为 m, 相邻原子之间采用弹簧系数为 k
的弹簧相连,各个原子独立地与阻尼相连,阻尼系数

为 c。
在数值仿真中,由于无法直接求解无限长链,需

要进行区域截断。 图 1 中,原无限长链的原子编号

为 j = - ∞,…, - 2, - 1,0,1,2,…, + ∞, 在计算中

只求解实心表示的右侧原子,左侧虚线表示的部分

则被截去而不求解。 截断后,0 号原子的时间演化

无法按原动力学方程求解,需要构造人工边界条件。
人工边界条件的构造并不是任意的,最理想的情况

是能反映出原问题中被截去的左侧半无限长链的动

力学运动特征。

图 1　 阻尼单原子链模型

　 　 若只考虑最近邻相互作用,在无外力作用下,第
j 个原子的归一化运动方程为

ü j = u j -1 - 2u j + u j +1 - cu̇j (1)
为了模拟其动力学特性, 匹配边界条件方

法[30-31]采用匹配原子链的色散关系来构造人工边

界条件。 本文首先研究阻尼单原子链的色散关系。
1. 1　 色散关系

考察满足动力学方程式(1)的如下形式的稳态

解:
u j( t) = A ei(ωt+kj) = A ei(ωt+kRj) e -kIj (2)

式中, ω 为无量纲角频率, k = kR + ikI 为复数值的

无量纲波数。 角频率一般取非负值,本文简称频率。
将上式带入到动力学方程式(1)中,可得到特征方程:

ω2 - icω + eikR ekI + e -ikR e -kI - 2 = 0 (3)

将上式实部与虚部分离,可得:

ω2 + cos(kR)(ekI + e -kI) - 2 = 0

sin(kR)(ekI - e -kI) - cω = 0
{ (4)

以频率 ω 为自变量,即可得到:

kI = ln(B)
2

kR = arccos 2 - ω2

ekI + e -kI( )

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(5)
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其中, B = 1
2 (A - A2 - 4),

A = 1
2 ((2 - ω2) 2 + c2ω2) +

1
2 ((2 - ω2)2 + c2ω2)2 - 8(ω4 - (4 + c2)ω2 + 2)

(6)
这种单色波的频率 ω 与波数 k 之间需要满足的表达

式,称为色散关系[41]。
下面对满足阻尼单原子链运动方程的稳态解

式(2)作一个物理解释。 u j( t) = A ei(ωt+kRj) e -kIj 所表

示的运动情况为:无限长链中所有原子都以同一个

频率 ω 做周期振动,原子振幅随空间指数衰减;在
同一时刻,相邻原子间的相位差为 kR, 且右侧原子

的相位滞后于其左侧相邻原子。 也就是说,在上述波

数和频率取正值的规定下, uj(t) = A ei(ωt+kRj) e -kIj 表

示了右行的衰减单色波。 反之, uj(t) = A ei(ωt+kRj) ekIj

则表示了左行的衰减单色波。
倘若按常规的以波数为自变量建立色散关系,

则可求得复数值的频率为

ω(k) = ωR + iωI, ωR = 2 - 2cos(k) - c2
4 ,

ωI = c
2 　 (7)

其中,波数是实数值。 这样给出的特征波解 u j( t)

= A ei(ωRt +kj) e -ωIt 表示的运动情况是简谐波形中的原

子振幅在空间上分布大小相同,在时间上以同一衰

减率衰减。
这 2 种方式表示的特征波不同。 在人工边界条件

设计时,所求解问题中的扰动波源一般位于所关心的

截断后保留的有限计算区域内部。 相比于以波数为

自变量的色散关系,以频率为自变量的色散关系所

表示的阻尼波物理特征更吻合数值计算的实际情

况。 采用后者,更便于人工边界条件的有效处理。
采用频率作为自变量的色散关系式(5),能够

方便地表示出阻尼波的传播和空间衰减特性。 此

外,对于截止频率以上的倏逝波区域,无阻尼单原子

链与阻尼单原子链的波数皆为复数形式。 因此,采
用频率作为自变量表示色散关系更统一。
　 　 图2为不同阻尼系数下阻尼单原子链的色散关

图 2　 阻尼单原子链的频率-波数关系
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系。 各子图分别对应阻尼系数 c = 0,0. 01,0. 1,1。
图中,横坐标为频率,纵坐标为波数。 ω ∈ [0,2] 为

行波区域, ω = 2 为截止频率, ω∈[2,4] 为倏逝波

区域。 实线表示波数实部,虚线表示波数虚部。 与

无阻尼链色散关系图 2(a)不同,阻尼链色散关系在

行波区域,存在非零的波数虚部;在倏逝波区域,阻
尼链的波数实部随频率变化,其相邻原子之间的相

位差随频率改变,而无阻尼链的波数实部为定值,其
相邻原子之间的相位差保持恒定不变;此外,由于阻

尼的存在,阻尼链波数虚部的绝对值更大。 阻尼系

数越大,波数虚部绝对值越大,倏逝波振幅的空间衰

减越快。

2　 人工边界条件的构造

本文利用上述色散关系,构造能同时处理不同

波速、不同空间衰减率阻尼波的人工边界条件。 以

图 1 所示的左侧人工边界为例,演示人工边界条件

的构造方法。 原无限长阻尼单原子链被截断后,在
左侧边界原子 u0 处,本文采用如式(8)所示的边界

条件。

􀰐N

j = 0
cj u̇ j = 􀰐N

j = 0
b ju j (8)

该边界条件利用了内部 N 个原子位移和速度

的线性组合。 待定系数 b j 和 cj 通过匹配前述色散关

系式(5)和(6)来确定。
作为不失一般性的示例,本文用以下条件:
Δ(0) = 0 (9)
Δ(ωb, k(ωb)) = 0, b = 1,2,…,N (10)

确定边界条件式(8)中的待定系数。 其中,定义了

匹配边界条件的“频域残差函数” [30]

Δ(ω, k(ω)) ≡ iω􀰐N

j = 0
cj eij(kR(ω) -ikI(ω)) - 􀰐N

j = 0
b j

·eij(kR(ω) -ikI(ω)) (11)
这里,色散关系由式 (5) 和 (6) 给出。 由文

献[30,38]引入的频域残差函数,改以频率作自变

量,表示了人工边界条件对于原无限长链色散关系

和阻抗特性的逼近程度。 对于特定频率 ω = ωb, 若

有 Δ(ωb, k(ωb)) = 0,这意味着该频率相应的原子

链的特征稳态简谐解 u j = A ei(ωbt +jk(ωb)),既满足运动

方程,同时也满足本文所提的人工边界条件式(8)。

于是,此特征波解也是满足包含了人工边界条件的

截断区域问题的精确解。 在这种情况下,相应频率

的波被边界条件完全吸收而无任何反射。
条件式(9)和(10)在一共 N + 1 个特殊频率处

匹配了色散关系。 其中,在 0 频率处有 1 个条件,在
其余特殊频率处各有方程的实部、虚部 2 个条件。
于是,上述条件的数目刚好可以用来确定 2N + 1 个

待定系数(给定 c0 = 1 )。
由此确定的人工边界条件,是文献[30]中匹配

多个波数的泰勒-牛顿型匹配边界条件的推广。 在

文献[30,31]中,匹配边界条件通过同时匹配多个

波数的行波的色散关系来构造。 但是,以波数为自

变量的色散关系无法反映具有复波数的阻尼行波。
本文采用前述以频率为自变量、包含波数实部和虚

部的完备形式的色散关系,通过“匹配多个频率”,
构造能同时有效处理若干个行波的人工边界条件。
为了区别于通过“匹配波数”的匹配边界条件[30],
本文采用了“匹配频率”的方式构造处理阻尼波的

人工边界条件。 特别地,将由条件式(9)和(10)所
确定的人工边界条件,记为 MBCN∗(0,ω1,ω2,…,
ωN)。 其中,附加星号∗,以与之前匹配波数的匹配

边界条件相区别;N 表示涉及到的内部原子数;括号

内为匹配的各个频率。
总之,对于阻尼单原子链,本文采用了以频率为

自变量的统一色散关系,由此可以方便地构造人工

边界条件。 例如,对于阻尼系数 c = 0. 01 的阻尼单

原子链,表 1 给出了 MBC2∗(0,0. 01,0. 5)、MBC3∗
(0,0. 01,0. 5,1)和 MBC4∗(0,0. 01,0. 5,1,1. 5)的
系数。

3　 反射系数分析

当数值求解无限域阻尼单原子链的波动问题

时,原始无限域模型被包含人工边界的有限区域模

型所替代。 模型替代后所带来的数值误差可视为人

工边界处的虚假的反射波。 一般情况下,波在介质

界面或表面处的反射现象,常用反射系数加以分

析[11,30-31]。
　 　 下面通过反射系数来分析上述人工边界条件的
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表 1　 阻尼单原子链 MBCN∗的系数

边界条件 系数 　 系数值

MBC2∗
b j - 1. 9330 3. 8604 - 1. 9273 　 　
c j 1. 0000 - 0. 0104 - 0. 9935 　 　

MBC3∗
b j - 3. 7081 3. 6379 3. 8319 - 3. 7617 　
c j 1. 0000 4. 4401 - 4. 4266 - 1. 0359 　

MBC4∗
b j - 5. 2583 - 5. 7981 21. 3022 - 4. 2371 - 6. 0088
c j 1. 0000 11. 2347 0. 7592 - 11. 8229 - 1. 2551

吸收效果。
对于左端人工边界条件,考虑任意频率的阻尼

波入射下的稳态总波场:
u j( t) = ei[ωt+(kR(ω) +ikI(ω)) ja] + R(ω) ei[ωt-(kR(ω) +ikI(ω)) ja]

(12)
其中,反射系数 R(ω) 为频率 ω 的入射波在边界引

起的反射波的相对波幅。 将总波场式(12)代入边

界条件式(8)中,可得:

R(ω) = - Δ(ω, k(ω))
Δ(ω, - k(ω)) (13)

式中的色散关系和频域残差函数由式(5)和(11)给
出。

图 3 为阻尼单原子链匹配边界条件(MBCN∗)
的反射系数。 图中,横坐标为频率 ω, 纵坐标为反

射系数的模 | R | 。从图中可以看到,MBCN∗的反射

系数在总体上都小于 1。 这意味着所提人工边界条

件可以很好地抑制行波的反射。 此外,如前所述,所
提人工边界条件可完全吸收任意匹配的频率的入射

波,这一特点可从对数坐标图(图 3(b))中反射系

数的向下尖峰上体现出来。 对于涉及更多原子数目

的边界条件 MBC2∗(0,0. 5)、MBC3∗(0,0. 5,1)、
MBC4∗(0,0. 5,1,1. 5),随着匹配频率数目的增

加,能够在宽频范围上一致地减小反射系数。

图 3　 MBCN∗反射系数

　 　 总之,反射系数分析的结果验证了所提人工边

界条件可有效抑制阻尼波的反射。

4　 数值算例验证

本节通过数值算例来验证所提人工边界条件的

有效性。
4. 1　 单波包数值算例

本节对一条无限长阻尼单原子链进行数值模

拟。 在数值模拟中,选取包含 81 个原子的片段进行

计算求解,其原子编号为 - 40 ~ 40,原子质量为 1,
弹簧的刚度系数为 1,阻尼系数为 0. 1。 左、右两侧

原子 u -40 和 u40 处施加人工边界条件。 每次计算时,
左、右两端施加相同的边界条件 MBCN∗。 作为对

比,本算例还求解了一条很好地近似了原始无限域

的足够长片段的数值解,截取其 - 40 号到 40 号的

部分原子作为参考解。 本算例采用中心差分法进行

数值计算,时间步长 Δt 取 1 / 128。
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本算例取初始静止、如下形式的波包作为初始

条件。

u j(0) =
cos(kj) × (1 + cos( π

20j)) / 2　 | j | ≤10

0　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 | j | > 10
{

(14)
其中,波包主频率为 1. 4,对应波数实部 k 取值

1. 5508。
下面来观察单波包算例的数值结果。 图 4 为两

侧边界施加 MBC3∗(0,0. 5,1)时,不同时刻数值解

与参考解的对比。 各子图分别对应 t = 0、t = 25、t =
45 时刻。 在 t = 0 时刻,初始波包位于参考解中心位

置,如图 4( a)所示。 图 4( b)中,中心波包分解成

左、右两部分波包向两端传播,向左、右端传播的波

包逐渐变宽。 由于阻尼单原子链具有色散性,长波

的主峰传播速度较快,较短的短波紧随其后。 与此

同时,由于阻尼的存在,向左右两端传播的波包幅值

不断减小。 此时,所有解的波形与参考解吻合得很

好。 随着左、右波包到达边界后,波包逐渐被MBC3∗
吸收,图 4(c)中计算中心位置波包已完全分解,左、
右波包的整体宽度增加,波包的幅值明显减小,整体

数值解与参考解非常吻合。 可见,MBC3∗能有效吸

收阻尼色散波。

(a) t = 0

(b) t = 25

(c) t = 45

图 4　 两边界施加 MBC3∗,在不同时刻下的数值解

4. 2　 双波包算例

为了进一步考察所提边界条件在较宽频率范围

上的吸收效果,取初始静止、如下形式的中心波包作

为初始条件进行计算。
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u j(0) =

cos(k1 j) + cos(k2 j) × (1 + cos( π
50j)) / 2　 | j |≤40

0　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 | j | > 40
{

(15)
它包含了 2 个频率的波包叠加,第 1 个波包主频率

ω 为 1,对应的波数实部 k1 为 1. 0472;第 2 个波包主

频率 ω 为 1. 5,对应的波数实部 k2 为 1. 6952。 在此

算例中,选取包含 201 个原子的片段,阻尼系数为

0. 01。
图 5 为两边界采用 MBC3∗(0,0. 5,1)在 t = 0、

60、150 时刻下的数值解。 如图 5(a)所示,初始波

包在阻尼单原子链的中心位置,中心波包由 2 个不

同主频率的波包叠加而成。 随着时间的推移,中心

波包分成左右两部分进行传播。 由于阻尼单原子链

的色散性,中心波包中不同主频率波包的传播速度

不同,中心波包分成了 2 个传播较快的长波波包和

2 个传播较慢的短波波包,如图 5(b)所示。 随着波

包逐步到达边界后,被 MBC3∗吸收。 从图 5(c)中
可见,数值解与参考解吻合得很好。 对于宽频域的

波传播问题,MBCN∗仍具有良好的吸收效果。

(a) t = 0

(b) t = 60

(c) t = 150

图 5　 两边界施加 MBC3∗,在不同时刻下的数值解

　 　 图 6 为 t = 150 时刻下,不同边界条件下的误

差。 MBC2∗的数值误差明显可见,部分行波的反射

已经影响到内部 - 50、50 号原子附近。 随着匹配的

阶数的提高,MBC3∗和 MBC4∗的数值反射显著减

小。 可见,随着匹配阶数的提高,MBCN∗的吸收效

果增强。
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图 6　 不同人工边界条件下的数值误差

5　 结 论

本文设计了针对阻尼色散波的人工边界条件。
本文采用匹配边界条件方法,通过匹配色散关系构

造了匹配边界条件。 这是一类可以有效处理宽频带

上阻尼色散波的局部人工边界条件。 反射系数分析

与数值算例结果都验证了所提人工边界条件的有效

性。
晶体动力学人工边界处理的主要困难之一是晶

格波动的色散性,而阻尼进一步增加了处理的复杂

性。 晶格中的阻尼波具有边传播边衰减的特征,其
空间衰减率不仅取决于阻尼系数,还与波的频率有

关。 基于阻尼单原子链的运动特征,本文通过以频

率而非波数为自变量建立了阻尼单原子链的色散关

系,可以方便地反映出阻尼波复数值的波数,更具一

般性。 在此基础上,发展了匹配边界条件方法,使它

能够处理一般的晶格波。
总之,本文所提人工边界条件形式紧凑、构造方

便、匹配频带宽、吸收效果好、数值稳定性好,具有良

好的适用性。 作为一种高效、实用的局部人工边界

条件,可以推广到多维晶格的动力学问题计算中。
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Artificial boundary conditions for damped dispersive waves

HUANG Liangyi, WANG Xianming
(Key Laboratory of Special Equipment Manufacturing and Advanced Processing Technology of Ministry of Education,

Sound and Vibration Laboratory, Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310014)
Abstract

In this paper, numerical artificial boundary conditions for the damped dispersive wave problems are designed.
The matching boundary condition method is used to construct accurate local artificial boundary conditions by matc-
hing the characteristic frequency-wave number relationship of damped dispersive waves. The matching boundary
conditions take a linear combination form of atomic displacement and velocity near the artificial boundary, and the
combination coefficients are determined by matching the frequency-wave number relationship. In this work, a one-
dimensional infinitely long damped monoatomic chain is taken as an example, and the frequency-wave number rela-
tionship of damped dispersive waves is established with frequency rather than wave number as the independent vari-
able. The proposed matching boundary conditions can effectively deal with damped waves with different wave
speeds and different spatial attenuation rates. Both reflection coefficient analysis and numerical examples verify the
validity of the artificial boundary conditions. Matching boundary conditions are compact in form, low cost in compu-
tation, and efficient in absorption, and can be applied to molecular dynamics simulation and multi-scale calculation
of crystals.

Key words: damped dispersive waves, artificial boundary conditions, matching boundary conditions, disper-
sion relations, reflection coefficients, multi-scale calculations
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