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基于一种新的三模集的低通 FIR 数字滤波器设计①
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摘　 要　 本文对低通有限脉冲响应(FIR)数字滤波器的设计进行了研究;在对常用三模

集和传统的具有脉冲响应系数的 FIR 数字滤波器分析的基础上,提出将一种新的三模集

应用于低通 FIR 数字滤波器设计的新方法。 该 FIR 滤波器由多个乘法-累加器单元构成,
实现正向转换器、并行算术通道和逆向转换器的功能。 正向转换器将一个二进制数编码

成一个关于模集的余数表示的数,每个算术通道对模集的每个模进行模乘和累加,逆向转

换器将一个余数表示的数解码为其等效的二进制数,算术通道以完全并行的架构工作,从
而实现轻量化的计算和简单的结构;最后的仿真实验结果不仅验证了本文提出的设计方

法的有效性,而且相比于传统的单向转换设计,本文提出的设计方法有更小的滤波器系数

偏差和更好的频率响应等波纹特性。
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0　 引 言

余数系统( residue number system,RNS)是可用

于数字信号处理计算算法高速硬件实现的一种有效

替代数字系统[1-2]。 在 RNS 中,把一个较大字长的

整数值用一个特定的模集分割成几个相对较小的整

数副本,然后对 RNS 整数副本并行地执行加法和乘

法运算,每个副本称为一个通道,且 RNS 通道执行

模算术。 这样,RNS 算术就不会受到通道间传播延

迟的影响。 系统性能可以通过选择较小的字长通道

和较短的内部进位延迟来提高。 因此,RNS 成为实

现高速有限脉冲响应( finite impulse response,FIR)
滤波器的一种有效方法,其中主要的运算是加法和

乘法。
由于这一特性,人们基于 RNS 提出了多种数字

信号处理架构。 文献[3]提出了一种基于余数系统

和有限域置换多项式的混沌序列生成方法,该方法

可以降低硬件实现中迭代环路的计算位宽,并提高

生成速率。 文献[4]提出了一种基于余数系统和蒙

哥马利模乘算法的抗攻击算法。 采用余数系统把大

数运算转变成小数运算,具有一定的理论研究意义

与实际应用意义,这为数字信号处理计算算法高速

硬件实现提供了新的思路。 文献[5]提出了基于

RNS 的奇偶结构误差检测与校正方案。 采用 180 nm
CMOS 标准单元库的综合结果表明,该方案在延迟、
功耗和面积开销方面比传统的 RNS 有所提高,而不

失去误差检测与校正能力。
每个 RNS 的基本要素是一个模集,它由一组成

对的质数构成[6]。 针对 RNS 已提出了多种模集的

应用,其中模集 {2n - 1, 2n, 2n + 1} 最为常见。 尽

管这种模集可以简化正 /逆转换器的设计,但 RNS
算术单元的性能受到模 2n + 1 通道的时间性能限
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制。 文献[7]采用一类复合形式 {2k, 2P - 1} 的

RNS 模集提出了一种新的方法来设计具有符号输

出的逆向转换器。 对所采用的模加法器结构进行改

进,以重用内部电路产生有符号输出。 实验结果表

明,对于一个 4 模转换器,该设计优于传统方法。 文

献[8]以 {2n - 1, 2n, 2n + 1, 2n-1 - 1, 2n+1 - 1} 为

余数基,设计了一种 128 抽头 FIR 滤波器,利用基于

华莱士(Wallace)树结构的纯组合逻辑电路,实现了

二进制到余数的转换。 文献[9,10]提出了一种采

用混合-基转换(mixed-radix conversion,MRC)技术,
分别将三模集 {2n-1, 2n - 1, 2n+k} 和 {2m - 1, 2m,
2m + 1} 的 RNS 转换到二进制转换器。 并设计了 2
个逆向转换器,从而获得硬件资源和转换时间的权

衡。 但这些利用 RNS 模集要么是二进制到余数的

正向转换,要么是从 RNS 转换到二进制转换器的逆

向转换,这种单向转换存在不足之处。
对此,本文提出采用三模集 {2n - 1, 2n, 2n+1 -

1} 用于低通 FIR 数字滤波器的设计。 具体而言,从
FIR 结构的角度出发,将基于单个 RNS 的乘法-累加

器(multiplication-accumulator, MAC)结构应用于每

个通道 FIR 滤波器设计,实现正向转换器、并行算术

通道和逆向转换器的功能,从而实现轻量化的计算

和简单的结构;最后的仿真实验结果不仅验证了本

文提出的设计方法的有效性,而且证明了相比于传

统的单向转换设计本文设计有更小的滤波器系数偏

差和更好的频率响应等波纹特性。

1　 预备知识

RNS 是由 k 个互质的整数定义的,k 个互质的

整数即 m = {m1, m2,…, mk}, 其中对于 i, j ( i, j
= 1,…,k) 且 i < j, 有 gcd(mi, m j) = 1,gcd(·) 表

示求最大公约数[11]。 任意整数 X(0≤X < M,其中

M =  k

i = 1
mi )在 RNS 中表示为 X = {x1, x2,…,

xk},其中 xi = 〈X〉mi
,〈X〉mi

表示 X 模 mi 运算,即求

余数。
RNS 是一种非加权数字系统,它通过将算术运

算分割成更小的运算来加速算术运算。 由于每个模

通道的算术运算独立于其他模通道,在它们之间不

存在进位传播,因此 RNS 得到的是无进位加法和无

借位减法。
为了实现余数到二进制转换,也就是将余数

{x1, x2,…,xk} 转换为整数 X, 一般采用中国余数

定理(Chinese remainder theorem,CRT) [12]和混合-基
转换(MRC) [9-10,13]技术。

CRT 的计算公式为[14]

X = 〈∑ k

i = 1
〈xiNi〉mi

Mi〉M (1)

式中 Mi = M / mi 且 Ni = 〈M -1
i 〉mi

是Mi 的逆模 mi 运

算。 这种方法的主要缺点是它需要Mi (通常为很大

的数)的逆模 mi 运算和模 M 运算。
MRC 将余数 {x1, x2,…, xk} 转换为整数 X 的

计算公式为

X = ak k-1

i = 1
Mi + … + a3m1m2 + a2m1 + a1

(2)
式中 ai 为混合-基数字(mixed-radix digit,MRD),可
以从余数中得到:

ai = 〈(…((xi - a1)c1,i - a2)c2,i - …
- ai -1)ci -1,i〉mi

(3)
式中 ci, j 对于 1≤ i≤ j < k为 mi 模 m j 的逆,或者 〈cij
× mi〉mj

= 1 对于 k > 1 且 a1 = x1。

2　 基于 RNS 的三模集 FIR 滤波器设计

　 　 具有脉冲响应系数 bk 的 N 抽头 FIR 数字滤波

器一般描述为

y(n) = ∑N-1

k = 0
bkx(n - k) (4)

这种 FIR 滤波器的可能实现[15]如图 1 所示,可
以看出,需要执行 N 次乘法和 N - 1 次加法。 乘法

在硬件和计算时间方面是非常昂贵的,因为算术单

元要对以 2 的补码形式表示的数字执行定点计算,
而且算术单元由专用硬件乘法器和与累加器连接的

图 1　 传统的 FIR 滤波器结构
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加法器构成,以便能够有效执行乘法-累加操作。 为

此,本文提出了基于 RNS 的三模集 {m1, m2, m3}
的 MAC 结构来实现它。

图 2 所示为本文提出的基于 RNS 的三模集

{m1, m2, m3} 的 MAC 结构。 RNS 的主要组成部分

是正向转换器、并行算术通道和逆向转换器。 正向

转换器将一个二进制数编码成一个关于模集的余数

表示的数,每个算术通道需要对模集的每个模进行

模乘和累加;逆向转换器将一个余数表示的数解码

为其等效的二进制数,算术通道以完全并行的架构

工作,没有任何关联,这使得运算速度大幅提高。
该结构有 2 个独立的存储空间,可以同时访问。

其中一个存储器用于存储系数,另一个存储输入数

据样本,它们都以余数的形式。 通过采用三模 FIR
滤波器模块在 RNS 域实现 FIR 滤波。 在每个模

m1、m2 和 m3 上,FIR 滤波执行一系列模 MAC 运算。

图 2　 基于 RNS 的三模集 FIR 滤波器结构

2. 1　 乘法-累加单元

对于本文提出的 RNS FIR 滤波器来说,式(4)
可表示为

〈y(n)〉mi
= 〈∑N

k = 0
〈bk〉mi

〈x(n-k)〉mi
〉mi

i = 1,2,3 　 (5)

事实表明,FIR 滤波器模 mi 的设计式(5)实际

上是一个乘积算法的总和,需要一个模 mi MAC 单

元。
图 3 所示为模 mi MAC 单元,它将 2 个数 〈bk〉mi

和 〈x(n - k)〉mi
相乘,并对结果求和。 乘法和累加

操作可由 MAC 单元在单个周期中执行。 设 〈bk〉mi

和 〈x(n - k)〉mi
为 2 个输入序列,在图 3 所示的

MAC 单元中,输入相乘并添加 0,最初结果存储在内

存(寄存器)中,然后将和存储在内存单元中。 在下

一个时钟,接下来的输入相乘并加上先前存储在内

存中的数据。
例如,最先计算乘法 z0 = 〈b0〉mi

〈x(n)〉mi
, 然

后将模 mi 结果 z0 加到余数积 〈b1〉mi
〈x(n - 1)〉mi

中,得到中间量 z1 = z0 + 〈b1〉mi
〈x(n - 1)〉mi

。 在 N
次加法和乘法后,递归地得到结果 〈y(n)〉mi

。 因此,
最 终 结 果 y(n) 通 过 RNS 结 果 {〈y(n)〉m1

,
〈y(n)〉m2

,〈y(n)〉m3
}的余数到二进制转换得到。

图 3　 模 mi MAC 单元

以下提出可用于 MAC 单元实现的模加法器和

模乘法器。
2. 1. 1　 模加法

避免零的双重表示的模 (2n - 1) (模 2n+1 - 1)
加法定义为

〈xi + yi〉 2n-1 = 〈xi + yi + 1 - Cout〉 2n (6)
式中 Cout 是加法 x + y 的输出。 图 4(a)所示为相应

运算的硬件结构,它包括一个进位传播加法器(car-
ry propagate adder,CPA)、一个 NOR 门和一个减量

器,n 位 CPA 实现来自两路数据 xi 和 yi 的进位Cout

计算,NOR 门实现进位Cout和先前进位 1 的运算,减
量器获得输出结果。 图 4(b)所示为基于传统的 n
位纹波借半减法器的减量器的内部逻辑电路原理

图。
模 2n 加法器可以直接用忽略溢出的 n 位加法

器实现。
2. 1. 2　 模乘法

模 (2n - 1) (模 2n+1 - 1) 乘法可以表示为

〈xi × yi〉 2n-1 = 〈〈xi × yi〉 2n + xi × yidiv2n〉 2n-1

(7)
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(a) 模(2n - 1)硬件结构的模加

(b) 纹波借减量逻辑结构

图 4　 模加法的硬件结构

式中 〈xi × yi〉 2n 对应于乘法 xi × yi 的低输出字, xi ×

yidiv2n 对应于高输出字。 其中 yidiv2n 的值是 yi / 2n

的值,按 0 的方向四舍五入到最接近的整数。 因此,
模 (2n - 1) 乘法可以通过 n 位无符号乘法然后是 n
位模 (2n - 1) 加法来完成。

式(7)可以改写为部分积的和:

〈xi × yi〉 2n-1 = ∑ n-1

k = 0
〈ppi,k〉 2n-1 (8)

式中, xi = xi,n-1xi,n-2,…, xi,0; yi = yi,n-1yi,n-2,…,
yi,0, 且 ppi,k = xk × (yi,n-k-1… yi,0yi,n-1…yi,n-k) (用

AND 门实现)为第 k 个部分积模 (2n - 1)。
注意,全部 n 位部分积 ppi,k 有相同的大小(相

对于普通乘法),即对于全部位位置,要加入的部分

积位数是相同的。 表 1 所示为 4 位宽输入的部分积

生成实例。

表 1　 模(24 -1)的部分积生成

26 25 24 23 22 21 20

　 　 　 xi,0yi,3 xi,0yi,2 xi,0yi,3 xi,0yi,0 = ppi,0
　 　 xi,3yi,3 xi,1yi,2 xi,1yi,1 xi,1yi,0 xi,1yi,3 = ppi,1
　 xi,2yi,3 xi,2yi,2 xi,2yi,1 xi,2yi,0 xi,2yi,3 xi,2yi,2 = ppi,2

xi,3yi,3 xi,3yi,2 xi,3yi,1 xi,3yi,0 xi,3yi,3 xi,3yi,2 xi,3yi,1 = ppi,3

　 　 在这个乘法中,权重大于 23 的位(位于竖直直

线左边)被重新放到竖直直线的右边。
在传统的基于存储的技术中, 只读存储器

(read-only memory,ROM)存储全部可能值的乘法结

果。 本文将其扩展以得到基于无存储的实现。 提出

的模 (2n - 1) 乘法实现结构如图 5(a)所示。 假设

系数字长和输入样本字长均为 4 位,图 5(a)所示为

4 × 4 Wallace 树逻辑的分层分解。 对于 4 × 4 位,生
成 4 个部分积,且并行相加。 部分和是通过采用 2
个进位保存加法器(carry save adders,CSA)和 1 个

带末端循环进位的进位传播加法器(CPA with end
around carry,CPA with EAC)相加;提出的基于无存

储的部分积生成器实现结构如图 5(b)所示。 它由

n 个复用器(multiplexer,MUX)构成,n 为输入样本

字长。 部分积是通过将 0 和系数值连接到 MUX 数

据输入、将输入数据位连接到选择输入、将 MUX 剩

下的 s - 1(1≤ s≤ n) 位进行循环移位输出得到的。

(a) 模(24 - 1)乘法器结构

(b) 部分积生成器

图 5　 模乘法的硬件结构
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假设乘法器 Y 和被乘数 xi = xi,3xi,2xi,1xi,0 为 n
= 4 位的字长,则部分积将有 4 个值。 注意,每个

MUX 由并行工作的 n 个MUX 单元构成(对于 2n - 1
通道),或者并行工作的 n + 1 个 MUX 单元(对于

2n+1 - 1 通道)构成。

模 2n 乘法可表示为

〈xi × yi〉 2n = ∑ n-1

k = 0
ppi,k (9)

式中 ppi,k = xi·(yi,n-k-1yi,n-k-2…y0 00…0}

k

)。 部分积

采用 CSA 相加,并丢弃进位输出。
2. 2　 二进制到 RNS 的转换

在[0,M)范围内的整数 X,用 2n 记号表示为

X = ∑3n-1

i = 0
X i2 i = N222n + N12n + N0 (10)

在 RNS 中,可以用模集 {m1,m2,m3} 的集合

(x1,x2,x3) 表示。 为了得到整数的 RNS 表示,需要

3 个转换器,每个元素一个。
最简单的就是 m1 = 2n 通道的转换器。 值 x1 可

以通过 X 除以 2n 的余数得到,这可以通过截短 X 值

来实现,是因为:

x1 = 〈X〉 2n = Xn-1Xn-2…X0 (11)

对于 (2n - 1) 通道和 (2n+1 - 1) 通道,相应的

余数计算更复杂,是因为转换的最终结果依赖于全

部 X i 位的值。 (2n - 1) 余数的计算比较复杂,而且

在芯片面积和速度上都很昂贵,因而本文不采用除

法运算,而是通过一系列加法进行,如下所示。
x2 = 〈X〉 2n-1 = 〈N222n + N12n + N0〉 2n-1 (12)
通过取方程:
〈2n〉 2n-1 = 1 (13)
式(12)可以改写为

x2 = 〈N2 + N1 + N0〉 2n-1 (14)

从而 X 到模 (2n - 1) 的转换可以简单地通过

相加 X 的模 (2n - 1) 的 Ni 个部分来执行。

以相同的方式,可计算 (2n+1 - 1) 的余数为

x3 = 〈X〉2n+1-1 = 〈N′222(n+1) + N′12n+1 + N′0〉2n+1-1

(15a)
式(15a)也可以改写为

x3 = 〈N′2 + N′1 + N′0〉 2n+1-1 (15b)

式中 N′0、N′1 和 N′2 为 n + 1 位数。

2. 3　 RNS 到二进制的转换

给定关于模集 {2n,2n - 1,2n+1 - 1} 的 RNS 数

(y1, y2, y3), 则本文算法采用 MRC 技术来计算

RNS 数的等效二进制数。 对于本文提出的模集( k
= 3),则式(2)简化为

y = a32n(2n-1) + a22n + a1

= (a2 + a32n - a3)2n + a1

= (a4 - a3)2n + a1

= a52n + a1 (16)
对于本文所提出的模集,各种乘法逆为: c12 =

1,c13 = 2 和 c23 = - 2。 用式(3)计算 MRD。
a1 = y1

a2 = 〈y2 - y1〉 2n-1

a3 = 〈(a2 - 2(y3 - y1))2〉 2n+1-1

ì

î

í

ïï

ïï
(17)

二进制数 a4 仅是 MRD a2 和 a3 的级联,其中 a3

是最高有效位(most significant bit,MSB), a2 是最低

有效位(least significant bit,LSB):
a4 = a2 + a32n (18)
a5 是 MDR a4 和 a3 的传统减法:
a5 = a4 - a3 (19)
所提出的 RNS 到二进制数转换的结构如图 6(a)

所示。 它包含 2 个模 (2n+1 - 1) 减法器,1 个模 (2n

- 1) 减法器和 1 个传统的借位传播减法器(borrow
propagation subtractor,BPS)。 其中 n 位输入 y1 和 y2

经过模 (2n - 1) 减法器运算得到 n 位的 a2,n 位的

y1 和 n + 1 位的 y3 经过模 (2n+1 - 1) 减法器运算、循

环,再与 a2 经过模 (2n+1 - 1) 减法器运算和循环得

到 n + 1 位的 a3,a3 和 a2 连接得到 2n + 1 位的 a4,然

后与 a3 经过 BPS 运算得到 2n + 1 位的 a5, 最后和

y1 连接得到 3n + 1 位的输出 y。

模 (2n - 1) 减法可以表示为式(20)。
〈x - y〉 2n-1 = 〈x - y - Bout〉 2n (20)

借出信号(Bout)可用于模 (2n - 1) 减法的计算

过程,这是由于:

Bout =
1　 x < y
0　 x ≥ y{ (21)

则模 2n 减法器与借出反馈回借输入(以实现末

端循环借)可用于实现模 (2n - 1) 减法器式(20)。
这种类型的减法器也称为带末端循环借位的借位传
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播减法器(borrow propagate subtractor with end around
borrow,BPS with EAB)。 提出的模 (2n - 1) 减法算

法避免了零的双重表示,覆盖了整个动态范围,而基

于 CPA with EAC 的模减法器不能实现这个功能,因
此本文将模减法器实现为带末端循环借位 ( end
around borrow,EAB)的普通减法器,图 6(b)所示是

基于 EAB 的 BPS 的模减法器结构,其中考虑了 n 位

BPS 的延迟 D,通过减量器后会得到大大缓解。

(a) 模集{2n, 2n - 1, 2n + 1 - 1}的 MRC 结构

(b) 基于 BPS 和 EAB 的模 2n - 1减法器

图 6　 RNS 到二进制数的转换结构

由于 c12 = 1, 所以在模减 y2 - y1 后,混合-基数

字 a2 是可用的。 接下来,在 4 个运算后得到 a3: 第

1 个运算是模减 y3 - y1; 第 2 个运算是将得到的差

值左循环移动 1 位;第 3 个运算是模减法,将 a2 作

为被减数,循环移位的结果作为减数;第 4 个运算是

对结果进行左循环移动 1 位。
假设 MRD a1、a2、a3 有如下二进制表示:
a1 = a1,n-1a1,n-2…a1,0

a2 = a2,n-1a2,n-2…a2,0

a3 = a3,n-1a3,n-2…a3,0

ì

î

í

ïï

ïï
(22)

如式(18)和(19)所示,要加入 3 个操作数来得

到 a5,这 3 个操作数简化为 2 个 (2n + 1) 位的字 a4

和 a5, 是因为 a2 和 a32n 一起在全部 (2n + 1) 位上

都是 0。
a2 = 00…0}

n+1

a2,n-1a2,n-2…a2,0üþ ýï ï ï ï ï ï

n

a32n = a3,na3,n-1…a3,0üþ ýï ï ï ï ï

n+1

00…0}

n

{ (23)

因此:
a4 = a3,na3,n-1…a3,0a2,n-1a2,n-2…a2,0 (24)

减法 a5 = a4 - a3 可以通过传统的 BPS 实现。
最后,在式(16)的基础上,经过比特组织(拼接)后,
得到的最终结果为二进制数 y = a52n + a1:

y = a5,2na5,2n-1…a5,0üþ ýï ï ï ï ï ï

2n+1

a1,n-1a1,n-2…a1,0üþ ýï ï ï ï ï ï

n

(25)

3　 算法仿真实验及结果

3. 1　 仿真环境及参数设置

为了验证本文提出的算法,本文采用 Parks-Mc-
Clellan 方法[16]和 Matlab 对三模集 (2n-1, 2n, 2n+1 -
1}、n = 6 的 27 阶 FIR 低通滤波器进行设计、数值计

算和仿真,分 2 步进行。
第 1 步用 firpmord 命令估计出最佳 Parks-Mc-

Clellan FIR 滤波器的阶数,以满足设计规格。 命令

语法为:[N,fo,mo,w] = firpmord( f,m,dev),向量 f
= (0. 4 0. 5)为频带频率向量,向量 m = [1 0]包含

滤波器通带和阻带处期望的幅值响应值,向量 dev
= [0. 01 0. 1]具有滤波器幅值响应与期望幅值响应

的最大允许偏差。
第 2 步是滤波器的实际设计,用 firpm 命令 b =

firpm(N,fo,mo)找到设计的 Parks-McClellan FIR 滤

波器的脉冲响应系数 bi。
对于双精度和 9 位精度(包括符号位)的整数

表示法的滤波器系数如表 2 所示。
表 2 中第 3 列的整数值是通过 2 个步骤从浮点

值(第 2 列)转换得到。 第 1 步是用 2 个 Matlab 函

数 Q 1 = quantizer(′round′,Format)和 b binary =
num2bin(Q 1,b)对二进制串 b 二进制中的浮点滤

波器系数 b 进行转换;量化器中的值格式 Matlab 函
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数创建二进制数参数[wordlength,fractionlength]用

于符号定点模式,对于 9 位精度格式为 wordlength =
9 和 fractionlength = 8。 第 2 步是用 2 个新的 Matlab
函数 q 1 = quantizer(′round′,Format)和 b int =
bin2num(q 1,b binary)将二进制串 b 二进制转换

为整数值。 在这种情况下,值格式 fractionlength = 0
即 Format = [9,0];最后,将滤波系数的整数值转换

为 RNS 数。 对于系数的正向转换,用 Matlab 函数

mod。
仿真实验研究模集{64,63,127}的二进制到余

数转换器。 实例描述了系数 b1 的定点到余数系统

的 转 换。 滤 波 器 系 数 b1 的 双 精 度 为

0. 023540422135223,将其转换为二进制数 b binary
= 111111010,再转换为整数数 b int = - 6,最后转

换为 RNS 数 b RNS = (58,57,121)。

表 2　 三模集(2n -1, 2n, 2n +1 -1}、n =6 的 27 阶 FIR 低通滤波器系数

系数 bi 双精度表示 整数表示
RNS 数

bi,1 bi,2 bi,3
b0 = b27 0. 004493088227562 1 1 1 1
b1 = b26 - 0. 023540422135223 - 6 58 57 121
b2 = b25 - 0. 010537273615351 - 3 61 60 124
b3 = b24 0. 014434554627302 4 4 4 4
b4 = b23 0. 017852276297252 5 5 5 5
b5 = b22 - 0. 014709152081930 - 4 60 59 123
b6 = b21 - 0. 031608802439920 - 8 56 55 119
b7 = b20 0. 009659673837214 2 2 2 2
b8 = b19 0. 051468586283075 13 13 13 13
b9 = b18 0. 005218868131868 1 1 1 1
b10 = b17 - 0. 084444425211876 - 22 42 41 105
b11 = b16 - 0. 047670664338718 - 12 52 51 115
b12 = b15 0. 179378544446062 46 46 46 46
b13 = b14 0. 413118538653651 106 42 43 106

3. 2　 本文设计方法的验证

采用 Matlab 进行的仿真验证本文的设计方法。
图 7 所示为得到的理想滤波器输出曲线(虚线)和

实际输出曲线(实线)。 可见,基于余数的三模集

FIR 低通滤波器具有良好的衰减性能。

图 7　 衰减响应

假设数据序列量化为 10 位(包括符号),且滤

波器必须在没有舍入误差的情况下实现,则滤波器

响应的绝对上界 | y(n) | 由式(26)给出。

　 | y(n) | ≤max{| x(n) | }∑30

k =1
| bk | = 476 718

≈18. 86 bit (26)
模集{63,64,127}提供了 18. 96 位的动态范

围,这对于大多数实际情况是足够的,因为式(26)

给出的 18. 86 位是上界。

图 8 所示为 RNS 通道的脉冲响应。 第 1 个和

第 2 个子滤波器的系数值必须存储在 6 位字中,第

3 个子滤波器的系数值必须存储在 7 位字中。 在

{64,63,127}余数系统中,单位样本为

δ(n) =
(63,15,7)　 n = 0
(0,0,0)　 　 n ≠0{ (27)

对于整个滤波器的脉冲响应,可以用 MRC 技术

来转换一个在传统的数字系统中用余数系统给出

—785—

赵海军等:基于一种新的三模集的低通 FIR 数字滤波器设计



的数(如图 6),得到的数字滤波器的脉冲响应如

图 9(a)所示;将系数量化为 9 位后,脉冲响应的量

化误差如图 9(b)所示。 可以看出,9 位就足以保持

误差小于 0. 02。

(a) 通道(2n - 1)的脉冲响应

(b) 通道 2n的脉冲响应

(c) 通道(2n + 1 - 1)的脉冲响应

图 8　 RNS 通道的脉冲响应

(a) 脉冲响应

(b) 量化误差

图 9　 RNS 低通滤波器的脉冲响应及量化误差

3. 3　 与其他设计方法的比较

表 3 所示为不同设计方法得到的 27 阶 FIR 低通

滤波器系数 bi 的偏差的比较。 可以看到,由于本文

设计方法采用的基于 RNS 的三模集 MAC 结构实现

了正向转换器、并行算术通道和逆向转换器的功能,
所以最终获得的滤波器系数 bi 的偏差更小,而且是

近似不变的,而文献[8]和文献[9]的设计算法分别

仅实现了二进制到余数的正向转换器和从 RNS 到

二进制的逆向转换器,所以获得的滤波器系数 bi 的

偏差不仅较大,而且在不同阶时还存在正负方向的

偏差,从而会导致滤波器输出的纹波特性变差。

表 3　 不同设计方法的滤波器系数偏差比较

系数 bi
本文算法

偏差

文献[8]算法

偏差

文献[9]算法

偏差

b0 = b27 0. 0177 0. 0321 - 0. 0330
b1 = b26 0. 0176 0. 0325 0. 0320
b2 = b25 0. 0174 - 0. 0324 0. 0340
b3 = b24 0. 0175 - 0. 0319 - 0. 0322
b4 = b23 0. 0178 0. 0327 - 0. 0340
b5 = b22 0. 0172 - 0. 0331 - 0. 0335
b6 = b21 0. 0174 - 0. 0319 0. 0310
b7 = b20 0. 0175 0. 0311 - 0. 0323
b8 = b19 0. 0177 - 0. 0341 - 0. 0340
b9 = b18 0. 0175 - 0. 0313 0. 0319
b10 = b17 0. 0176 0. 0330 - 0. 0314

图 10 所示为采用 Parks-McClellan 方法基于 3
种设计算法设计的最优长度 15 的 FIR 线性相位滤

波器得到的频率响应的等波纹特性。 长度 15 的线

性相位 FIR 滤波器的频率响应可以写成 8 个余弦函

数{1,cosω,…,cos7ω} (即 M = 7),根据交替定理,
有 M + 2 = 9 个极值点(见频率响应上的点表示)。
两条带边即 ω = 0 和 ω = π 都是极值点;可以看到,3
种设计算法得到的最佳频率响应都在理想响应值上

下波动,理想响应在通带[0,0. 375π]为 1,在阻带

[0. 5π,π]为 0。 但本文设计算法的通带偏差δpass和

阻带偏差δstop分别为 0. 0883 和 0. 0884,都要低于文

献[8]和文献[9]设计算法的 0. 1211 和0. 1210,以
及 0. 1280 和 0. 1282,这主要是由于本文设计算法

的 MAC 结构的轻量化计算和简单结构,而文献[8]
和文献[9]的设计算法的单向转换器的结构和复杂

计算造成量化误差和延迟变大。

图 10　 不同设计方法的滤波器的频率响应的

等波纹特性比较
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4　 结 论

本文针对大动态范围 RNS 的三模集 {2n - 1,
2n,2n+1 - 1} 的数字信号处理技术进行了研究。 应

用于常系数 FIR 滤波器的 RNS 尚未见文献进行深

入研究,基于初步研究,本文提出了新的 RNS 的三

模集,可平衡通道间松弛,从而最大限度地利用时钟

周期; 利用松弛平衡可实现低功耗的余数通道结

构;描述了算法实现的原型结构;最后对设计方法进

行了仿真实验来验证其有效性,并与其他典型设计

方法进行了比较。
在某种意义上,对于 FIR 滤波器设计,涉及到理

论算法和实际实现。 但通常要着重考虑 2 个方面,
以使设计方法更高效:(1)在通带和阻带之间分配

极值频率(对于低通情况);(2)在算法迭代时使极

值在频带之间移动。 因此,通带和阻带的极值个数

可以通过带宽大小的比值来分配。 此外,通带边缘

和阻带边缘也要具有较好的特性;这些新的设计思

想是将来要着重考虑和进一步深入研究的内容。
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Design of low-pass FIR digital filter based on a new three moduli set

ZHAO Haijun, CHEN Yihong, HE Chunlin, PU Bin
(School of Computer China-West Normal University, Nanchong 637009)

(Internet of Things Perception and Big Data Analysis Key Laboratory of Nanchong, Nanchong 637009)
Abstract

In this paper, the design of low-pass finite impulse response (FIR) digital filter is studied. Based on the anal-
ysis of common three moduli set and traditional FIR digital filter with impulse response coefficients, a new three
moduli set is proposed for the design of low-pass FIR digital filter. The FIR filter is composed of multiple multipli-
cation-accumulator units, which can realize the functions of a forward converter, parallel arithmetic channels and a
reverse converter. The forward converter encodes a binary number into a residue represented number, with regard
to the moduli set, each arithmetic channel requires modular multiplication and accumulation for each modulo of set,
the reverse converter decodes a residue represented number into its equivalent binary number, the arithmetic chan-
nels are working in a completely parallel architecture, so as to realize the calculation of lightweight and simple
structure. Finally, the simulation results not only verify the effectiveness of the proposed design method, but also
show the proposed design method has smaller filter coefficient deviation and better frequency response ripple charac-
teristics compared with the traditional one-way conversion design.

Key words: low-pass finite impulse response (FIR) digital filter, residue number system (RNS), three mod-
uli set, multiplication-accumulator unit, impulse response, quantization error
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