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一类非参数不确定系统的自适应神经网络重复学习控制①

许昌源②　 谢树宗　 陈　 强③

(浙江工业大学信息工程学院　 杭州 310023)

摘　 要　 本文针对一类非参数不确定系统提出一种自适应神经网络重复学习控制方法。
利用期望轨迹的周期特性,构造周期性期望控制输入,并设计重复学习律估计未知期望控

制输入并补偿系统周期不确定,实现系统对期望轨迹的高精度跟踪。 在此基础上,利用神

经网络估计系统未知状态和补偿非周期性不确定,进而提高系统鲁棒性。 与已有的部分

限幅学习律相比, 本文提出的全限幅重复学习律可以保证估计值的连续性且能够被限制

在指定的界内。 最后,基于 Lyapunov 方法分析误差的收敛性能,并给出仿真结果验证了

本文所提方法的有效性。
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0　 引 言

重复学习控制适用于在无限区间上周期运行的

被控对象,利用上一周期运行的数据修正当前周期

的控制输入,实现对周期轨迹的零误差跟踪。 与其

他控制方法相比,滑模控制方法能够实现对被控系

统的降阶控制,具有稳定范围宽、动态响应快、鲁棒

性强、控制实现简单等优点,能够很好适用于重复学

习控制。 因而重复学习控制在实际系统中获得了广

泛应用,如在机械臂、数控机床、精密加工等领

域[1-2]。
经典的重复学习控制通常也被称为重复控制,

主要思路是通过在频域内应用内模原理构造周期为

T 的任意周期信号内模,实现对周期信号的完全跟

踪[3-4]。 文献[5]针对具有周期性干扰的时滞系统,
设计了新型的连续时间重复控制器。 文献[6]针对

一类线性系统,提出了基于二维连续离散混合模型

的不确定系统设计重复控制系统的方法。 文献[7]

针对一类具有非周期性扰动和时变结构不确定性的

严格适当线性系统设计基于观测器的改进重复控制

器。
近年来,基于 Lyapunov 方法的重复学习控制引

起了广泛关注[8-12]。 文献[13]针对一类时变参数不

确定非线性系统,提出一种周期自适应学习控制方

法, 并证明闭环系统的全局渐近稳定性。 文献[14]
针对一类非线性参数化系统提出一种自适应重复学

习控制方法,在存在未知常数和周期时间函数的情

况下,可以实现自适应系统的全局稳定性和跟踪误

差的渐近收敛。 然而,实际系统往往存在的负载转

矩和未建模动态等非参数不确定性使得参数化的重

复学习控制方法不能直接适用。
针对带有非参数不确定性的非线性系统,文

献[15]提出了一种新型自适应重复学习控制方法,
实现对非参数化不确定的非线性动态系统的周期性

轨迹的完全跟踪。 文献[16]在重复学习控制中引

入 Pade 逼近方法解决系统中的不确定问题,并将该

方法应用于平面机械手,实现高精度跟踪。 文献[17]
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提出了一种基于 backstepping 控制策略的重复学习

控制方法来处理具有非参数不确定性的非线性动力

系统的周期性跟踪任务,但并未考虑对重复学习律

中的学习项进行限幅。 文献[18]针对带有非参数

不确定性的步进电机,设计鲁棒重复学习控制器,保
证转子位置跟踪误差指数收敛到极小的范围内。 文

献[19]针对工业双轴精密龙门提出一种自适应鲁

棒重复控制方法,利用傅立叶级数展开估计和补偿

周期性不确定性,进而设计非线性鲁棒项减小轮廓

误差。 上述文献中,非参数不确定性的界限要求在

控制器设计中已知或部分已知,且学习律大多设计

为部分限幅学习律,难以保证将学习项限制在指定

的界内。
基于以上讨论,本文针对具有非参数化不确定

性的永磁同步电机系统,提出一种自适应神经网络

重复学习控制方法,实现对周期性期望轨迹的高精

度跟踪。 针对永磁同步电机中的非参数不确定性,
将其分为周期性部分与非周期性部分, 其中周期性

部分可设计重复学习律进行处理,非周期性部分通

过设计神经网络进行估计和补偿,避免使用 Lipschitz
假设条件。 同时,本文设计全限幅学习律对周期性

期望控制输入进行估计,与已有的部分限幅学习律

相比,该学习律可保证估计值被限制在指定的界内。

1　 问题的提出

考虑如下非参数不确定系统

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

…
ẋn = f(x) + g(x)u

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(1)

其中, x = [x1, x2,…, xn] T ∈ Rn 为系统状态, u∈
R 表示控制输入, f(x) 和 g(x) 为未知光滑有界的

非线性函数,其中 f(x) 表示系统中的非参数不确定

性, g(x) 表示与状态相关的控制增益。
假设 1 假设存在正常数 g0 和 g1, 满足 g(x)

≥ g0 > 0, 且 | ġ(x) | ≤ g1。
本文考虑周期为 T 的有界期望轨迹 xr = [x1r,

x2r, …, xnr] T, 即 xr( t) = xr( t - T), 可构造期望控

制输入

ur =
ẋnr - f(xr)

g(xr)
(2)

满足

ẋ1r = x2r

ẋ2r = x3r

…
ẋnr = f(xr) + g(xr)ur

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(3)

由 xr 的周期性可知, ur 同样为周期为 T 的周期

信号,即 ur( t) = ur( t - T)。

本文控制目标为,根据期望轨迹 xr 和期望控制

输入 ur 的周期特性,设计神经网络重复学习控制器

u, 实现系统状态 x 对期望轨迹 xr 的高精度跟踪。

2　 神经网络重复学习控制

2. 1　 误差定义与滑模面设计

定义跟踪误差为

e = x - xr = [e1 e2 … en-1 en] T (4)
设计滑模面为

s = en + cnen-1 + … + c2e1 (5)

其中 ci(2 ≤ i ≤ n) 为设计参数,并使得多项式 en +

cnen-1 + … + c2e1 为 Hurwitz 多项式。
对式(5)求导可得:
ṡ = ėn + cnen + … + c2e2

= ėn + ∑
n

i = 2
ciei

= ẋn - ẋnr + ∑
n

i = 2
ciei

= f(x) + g(x)u - ẋnr + ∑
n

i = 2
ciei (6)

由式(6)可得:

1
g(x) ṡ = f(x)

g(x) + u -
ẋnr

g(x) + 1
g(x)∑

n

i = 2
ciei (7)

在滑模动态式(7)中,系统不确定性并无表现

出明显的周期特性,因而难以直接基于式(7)设计

重复学习控制器。 为此,本文构造周期性期望控制

输入式(2),并由式(7)可得:

1
g(x) ṡ = f(x)

g(x) + u -
f(xr)
g(x) -

g(xr)
g(x) ur +

1
g(x)∑

n

i =2
ciei
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= - ur + u + G(x, xr) (8)
其中,非周期不确定性 G(x, xr) 表达式为

G(x, xr) = f(x)
g(x) -

f(xr)
g(xr)

+
ẋnr

g(xr)
-

ẋnr

g(x)

+ 1
g(x)∑

n

i = 2
ciei (9)

非周期不确定项 G(x, xr) 可通过神经网络进

行估计,由式(2)以及 f(xr)、g(xr) 的有界性可知,
期望控制输入 ur 为有界函数,即存在正常数 􀭵ur 满足

| ur | ≤􀭵ur。 根据期望控制输入 ur 的周期性, 可设计

重复学习律为

ûr( t) = sat( ûr0( t))
ûr0( t) = sat( ûr0( t - T)) - μφ( s) t ∈ [0,∞ )

ûr0( t) = 0　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t ∈ [ - T,0)
{

(10)
其中, μ 为学习增益,sat(·)为饱和函数,对任一标

量 a 有

sat(a) =
a | a | ≤ 􀭵a
􀭵a a > 􀭵a
- 􀭵a a < - 􀭵a

ì

î

í

ïï

ïï
(11)

其中, 􀭵a为 a的限幅值, φ( t) 的作用是保证 ûr( t) 在

t = iT ( i = 1,2,3,…) 处的连续性。 因此, φ( t) 可

以设计为

φ( t) =
t2

T2 　 t ∈ [0, T)

1　 t ∈ [T, + ∞)
{ (12)

本文通过构造周期参考输入信号 ur 设计重复

学习律进行估计,而非周期不确定性 G(x, xr) 通过

神经网络进行估计补偿,以实现对给定周期信号的

高精度跟踪。
注 1 为处理非周期不确定项 G(x, xr), 现有

文献[18]多采用局部 Liptchiz 条件将其放缩为参数

不确定进行处理。 与文献 [18]不同, 本文采用神

经网络估计该非周期不确定项, 从而避免使用 Lip-
schitz 假设条件。

注 2 为保证估计值 ûr( t) 的有界性,现有文献

[15,18]中多采用部分限幅形式的学习律,形式为

ûr( t) = sat( ûr( t - T)) - φ( t)μs。 然而,未限幅项

φ( t)μs 的存在,使得 ûr( t) 难以被限制在指定界内。
与文献[15,18] 不同,本文设计的全限幅学习律

式(10)由于对 ûr( t) 和 ûr( t - T) 分别进行限幅,因
此能够确保 ûr( t) 被有效限制在指定的界内。
2. 2　 神经网络重复学习设计

设计神经网络逼近不确定函数为

G(x, xr) = W∗Tϕ(X) + ε (13)
其中, X∈ ΩZ 为输入向量; ΩZ ∈ R 为一紧凑子集;
ε 为近似误差,存在一个正常数 εN, 满足 | ε | ≤ εN;

ϕ(X) ∈ Rν 为神经网络的基函数; ν(ν > 1) 为神经

网络的节点数; W∗ ∈ Rν 为理想权重矩阵,定义为

W∗ = arg min
W∈Rν

{ sup
X∈ΩZ

| G(X) - WTϕ(X) | }

(14)
其中, W ∈ Rν 为权重矩阵,选择以下 sigmoid 函数

ϕ(X) =
l1

l2 + exp( - X / l3)
+ l4 (15)

其中, l1、 l2、 l3、 l4 为适当的正常数。
选取 Lyapunov 函数

V1 = 1
2g(x) s

2 + 1
2γ

􀮃WT􀮃W (16)

其中 􀮃W = W∗ - Ŵ。
对式(16)求导可得:

V
·

1 = - 1
2

ġ(x)
g2(x)

s2 + 1
g(x) sṡ -

1
γ
􀮃WT W

·^ (17)

令 kg 满足 kg = g1 / g2
0 > 0,则将式(8)与式(13)

代入式(17)可得:

V
·

1 ≤ 1
2 kgs2 + s( - ur(t) + G(x, xr) + u) - 1

γ
􀮃WT W

·^

= 1
2 kgs2 - sur(t) + sG(x, xr) + su - 1

γ
􀮃WT W

·^

= 1
2 kgs2 - sur(t) + sW∗Tϕ(X) + sε + su - 1

γ
􀮃WT W

·^

(18)
由式(18)可设计控制器为

u = ûr( t) - λs - ŴTϕ(X) - 1
2 kgs (19)

其中, λ、kg > 0, 将式(19)代入式(18)可得:

V
·

1 ≤- λs2 - 􀭹ur( t) s + s􀮃WTφ(X) - 1
γ
􀮃WT W

·^ + sε

(20)
其中 􀭹ur( t) = ur( t) - ûr( t), 设计神经网络权值律

为

W
·^ = γ( - σ Ŵ + sϕ(X)) (21)
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其中, σ > 0, 将式(21)代入式(20)得:

V
·

1 = - λs2 - 􀭹ur( t) s + σ􀮃WT Ŵ + sε (22)

3　 收敛性分析

引理 1[20] 对于给定标量 a 和 b, 若 | a | ≤ 􀭰b,
其中 􀭰b 为 b 的上界,以下不等式成立

[a - sat(b)][b - sat(b)] ≤ 0 (23)
定理 1 针对系统式(1),给定周期性期望轨迹

xr, 设计重复学习控制器式 ( 19 ), 重复学习律

式(10),自适应律式(21),系统的跟踪误差可收敛

至原点附近的邻域内。
证明 选取 Lyapunov 函数

V( t) = V1( t) + 1
2μ∫

t

t -T
􀭹ur(τ) 2dτ (24)

对式(24)求导,并根据性质 a2 - b2 = (a + b)(a -
b) 可得:

　 V
·
( t) = V

·
1( t) + 1

2μ[ur( t) - ûr( t)] 2

　 - 1
2μ[ur( t) - ûr( t - T)] 2

= V
·

1( t) - 1
2μ[2ur( t) - ûr( t) - ûr( t - T)]

　 ·[ ûr( t) - ûr( t - T)] (25)
根据 ur( t) = ûr( t) + 􀭹ur( t),则由式(23)可得:

V
·
(t) = V

·
1(t) - 1

2μ[2􀭹ur(t) + ûr(t) - ûr(t - T)]

　 ·[ ûr( t) - ûr( t - T)]

= V
·

1( t) - 1
μ 􀭹ur( t)[ ûr( t) - ûr( t - T)]

　 - 1
2μ[ ûr( t) - ûr( t - T)] 2

≤ V
·

1( t) - 1
μ [ur( t) - ûr( t)][ ûr( t)

　 - ûr( t - T)] (26)
根据式(10),则由式(26)可得:

V
·
( t) = V

·
1( t) + 1

μ [ur( t) - sat( ûr0( t))]

　 × [sat( ûr0( t - T)) - sat( ûr0( t))]

≤ V
·

1( t) + 1
μ [ur( t) - sat( ûr0( t))]

　 × [ ûr0( t) - sat( ûr0( t))]

　 + 1
μ [ur( t) - sat( ûr0( t))]μφ( t) s

(27)
将式(10)代入式(27)并根据引理 1 可得:

V
·
(t) ≤- λs2 + (φ(t) - 1)􀭹ur(t)s + σ􀮃WT Ŵ + sε

(28)
根据杨氏不等式可得:
σ􀮃WT Ŵ = σ􀮃WTW∗ - σ􀮃WT􀮃W

≤ σ
2 ‖􀮃W‖2 + σ

2 ‖W∗‖2 - σ‖􀮃W‖2

≤ σ
2 ‖W∗‖2 (29)

(φ( t) - 1)􀭹urs ≤ ks2 + 1
4k(φ( t) - 1) 2􀭹u2

r ( t)

(30)
将式(29)和(30)代入式(28)可得:

V
·
( t) ≤- (λ - k) s2 + ρ + 1

4k(φ( t) - 1) 2􀭹u2
r ( t)

(31)

其中, ρ = σ
2 ‖W∗‖2,设计 λ 使得 λ - k > 0,由于

􀭹ur(t) = [ur - sat(ûr0(t))]2 ≤[| ur | +| sat(ûr0(t)) | ]2

≤4􀭵u2
r 和 (φ( t) - 1) 2 ≤1, 则在区间 t ∈ [0,T] 可

得:

V
·
( t) ≤- (λ - k) s2 + δ (32)

其中, δ = ρ + 1
k
􀭵u2

r 。 在区间 t ∈ (T, + ∞), 满足

φ( t) - 1 = 0, 由式(31)可得:

V
·
( t) ≤- (λ - k) s2 + ρ (33)

由式(33)可得,当 s2 ≥ ρ
λ - k 时,有 V

·
≤ 0 成

立,从而 s 最终收敛至区间

lim
t→∞

s ∈ [ - ρ
λ - k,

ρ
λ - k] (34)

根据滑模面式(5)的定义,跟踪误差 e1 能够渐

近收敛到零点附近的邻域内。

4　 仿真结果及分析

本节通过永磁同步电机模型进行验证所提神经

网络重复学习方法的有效性,并将本文所提方法
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(M1)与自适应神经网络控制方法(M2)进行对比。
永磁同步电机模型表达式如式(35)所示。
θ
·

= ω

ω̇ = - B
J ω +

3npϕf

2J iq -
TL(θ)

J + d( t){ (35)

其中, iq 为 q 轴定子电流, J 是惯性系数, B 为粘滞

摩擦系数, np 是极对数, ϕf 是磁链, TL(θ) 表示与位

置有关的负载转矩, θ、ω 分别是转子位置和角速

度。
永磁同步电机的模型参数如表 1 所示。 为便于

分析,令 x1 = θ,x2 = ω, β = B
J h,u = iq,h =

(3npφf / 2J) -1,α(x1) =
TL(x1)

J h, 则模型式(35)可

写为

ẋ1 = x2

ẋ2 = - α(x1) - βx2 + u
{ (36)

设计滑模面为

s = e2 + λe1 (37)

表 1　 永磁同步电机的模型参数

物理量 参数 值

惯性系数 J / (kg·m2) 5 × 10 - 4

负载 TL / Nm 0. 5sin(x1)
磁通 φf / Wb 0. 14

极对数 np 4
摩擦系数 B 5 × 10 - 4

仿真中设置转子位置的参考轨迹 x1r( t) =
0. 2πsin(2πt), 其周期为 T = 1 s,永磁同步电机的

初始状态设置为 x1(0) = 0, x2(0) = 0。 本文方法

(M1)的控制律如式(14)所示,神经网络参数为 l1
= 3. 9, l2 = 10, l3 = 8, l4 = 0. 5; 控制参数设置为

kg = 0. 02,λ = 0. 02,Ŵ(0) = [0,0,0,0] T; 参数 σ
= 5, μ = 0. 5,γ = 0. 9。

自适应神经网络控制方法[21](M2)的控制律为

u = - λs - ŴTφ(X) - 1
2 kgs (38)

神经网络参数为 l1 = 15, l2 = 2, l3 = 10, l4 =
0. 5, 控制参数的设置与 M1 方法一致,即 kg = 0. 02,

λ = 0. 02,Ŵ(0) = [0,0,0,0] T, 参数 σ = 5, γ =
0. 9。

仿真结果如图 1 ~ 图 5 所示,图 1 为 M1 和 M2
方法的位置跟踪效果图,可以看出本文所提 M1 方

法较 M2 具有更好的跟踪精度。 图 2 和图 3 分别为

位置跟踪误差对比图和速度跟踪误差对比图,通过

对比可以看出 M2 方法的跟踪误差仍具有一定的周

期性。 与 M2 相比,本文提出的 M1 方法由于能够有

效补偿周期不确定性,因而可以减小稳态跟踪误差,
实现对给定周期性期望轨迹的精确跟踪。 图 4 给出

了 M1 方法的重复学习律对期望控制输入 ur 的估计

图,从图中可看出式(12)中 φ( t) 的设计,使得参考

输入的估计值 ûr 保持连续性,且重复学习律式(10)
对于周期性非参数不确定性实现了较好的补偿性

图 1　 位置跟踪效果

图 2　 位置跟踪误差
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图 3　 速度跟踪误差

图 4　 M1 方法期望控制输入 ur 的估计

图 5　 控制输入

能。 两种方法的控制输入如图 5 所示,从图中可以

看出,两种方法的控制信号幅值比较接近。 仿真结

果显示了本文所提出的重复学习方法能较好地处理

系统中的非参数不确定性,实现了对给定周期期望

轨迹的精确跟踪。

5　 结 论

本文针对一类非参数不确定系统提出一种自适

应神经网络重复学习控制方法。 利用期望周期轨迹

的周期特性构造周期控制输入信号, 并设计全限幅

学习律进行估计, 保证学习项的有界性。 基于 Lya-
punov 方法设计重复学习控制器,并设计神经网络

对非周期不确定性及干扰进行估计, 使跟踪误差收

敛于零点附近的邻域内,实现高精度跟踪。 最后,基
于 Lyapunov 方法对误差收敛性进行了分析, 并通

过仿真以及电机实验验证了本文所提方法的有效

性。
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Neural-network-based adaptive repetitive learning control for
a class of non-parametric uncertain systems

XU Changyuan, XIE Shuzong, CHEN Qiang
(College of Information Engineering, Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310023)

Abstract
An adaptive neural network repetitive learning control method is proposed for a class of non-parametric uncertain

systems. A periodic desired control input is constructed by using the period characteristics of the desired trajectory,
and a repetitive learning law is designed to estimate the unknown desired control input and compensate periodic un-
certainty of the system, such that the high-precision tracking of the desired trajectory is achieved. On this basis,
the neural network is employed to estimate the unknown state of the system and compensate for non-periodic uncer-
tainties, such that the robustness of the whole system can be enhanced. Compared with the existing partial saturated
learning law, the full saturated repetitive learning law proposed in this paper can ensure that the estimation is con-
tinuous and constrained within a prescribed region. Finally, the error convergence performance is analyzed based
on the Lyapunov approach, and simulation results are given to verify the effectiveness of the proposed scheme.

Key words:repetitive learning control, non-parametric uncertain system, neural network, Lyapunov approach
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