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摘　 要　 针对以棱边为支点的立方体机器人坡面自平衡控制问题,提出了一种基于模糊

PID 的立方体机器人控制系统的设计方法。 首先,基于自主设计的一种内部集成的动量

轮立方体机器人,通过 Lagrange 方程建立了坡面上立方体机器人的动力学模型,证明了

在平衡点附近是一个不稳定系统且具有能控性和能观性。 其次,设计了一种基于模糊

PID 的角速度-角度串级控制系统,实现了立方体机器人的坡面自平衡控制。 最后,仿真

和实测实验结果证明了本文所设计系统的有效性。
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0　 引 言

立方体机器人是近 20 年出现的一种结构和运

动方式独特的新型机器人[1-3],其驱动电机、控制系

统、传感器以及电源等模块均包含在立方体内部,具
有全封闭[3-4] 或半封闭[5-6] 的立方体外壳。 与传统

的轮式、腿式、履带式等机器人相比,立方体机器人

具有结构简单、外观新颖和组装方式灵活多变等特

点,在太空探索、编队表演、未来无人机平衡控制等

领域具有广阔的应用前景。
立方体机器人通过安装在立方体内部某个面的

动量轮的旋转产生重心偏移,基于动量守恒完成立

方体机器人的单棱边、单点自平衡或翻滚等可控运

动,可以等效为一个多自由度空间动量轮倒立摆系

统[7-9]。 此外,受限于立方体机器人独特的外观结

构和运动方式,现有的立方体机器人缺乏直接的外

部环境测量传感器,导致难以获取精确的姿态数据,

存在抗干扰能力较差、控制精度不高等问题。 因此,
动力学建模和自平衡控制一直是立方体机器人的研

究重点和难点。 文献[1]设计了一种金属壳和一个

装有动力摆机构组成的立方体系统,采用模糊控制

方法设计了一种基于 Sugeno 模糊推理型智能积分

模糊平衡控制器,可实现以棱边为支点的平衡。 文

献[3,4]设计了一种由内部 3 个两两相交垂直的动

量轮和驱动电机组成的立方体机器人装置,对立方

体机器人以棱边和角点为支点的平衡问题做了较系

统的分析,并对立方体机器人实现以角点为支点平

衡的原理进行了介绍。 文献[5]先采用拉格朗日方

法和凯恩方法建立了立方体机器人的单边动力学模

型,通过比较两种方法的建模结果和数值仿真分析,
从理论上验证了所建立模型的正确性。 文献[6]针
对立方体机器人单点平衡,设计了自抗扰控制器实

现了立方体机器人的单点平衡控制。
上述研究主要是研究立方体机器人在平面上的

建模和控制,本文针对立方体机器人坡面自平衡控
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制系统进行研究。
考虑到立方体机器人具有非线性、欠驱动、强耦

合、多变量等复杂特性,难以获取其精确的数学模

型,并且受限于其特殊的自平衡方式,采用经典的控

制方法存在控制精度不高、抗干扰能力较差等问题。
因此,本文将模糊逻辑用于立方体机器人控制系统

中,实现其在坡面自平衡控制。 首先,基于自主设计

的一种内部集成的单动量轮棱边平衡立方体机器

人,采用拉格朗日法建立了以棱边平衡于坡面的立

方体机器人动力学模型,并对立方体机器人的稳定

性、能控性及能观性进行分析。 然后,设计了一种基

于模糊 PID 的角速度-角度串级控制系统。 最后,仿
真和实测实验验证了所设计系统的动、静态特性。

1　 立方体机器人机械结构设计

在保证立方体机器人结构强度可靠性以及功能

完整性的情况下,本文设计了一种单面安装动量轮

内部集成的立方体机器人,由立方体本体、一面上的

动量轮、直流电机、传感器、供电模块以及主控单元

构成。 立方体机器人结构如图 1 所示。

1. 立方体外框, 2. 电机驱动单元, 3. 电机固定件,

4. 主控单元及传感器模块, 5. 动量轮, 6. 锂电池供能单元

图 1　 立方体机器人结构图

立方体机器人的主控单元采用 32 位低功耗

ARM 微控制器,动量轮直径为 0. 08 m,姿态观测传

感器选用 MPU 6050,完成对立方体姿态数据的实时

采集,采用陀螺仪 /加速度计互补滤波得到立方体机

器人倾角最优估计。 立方体机器人的主要参数以及

数据如表 1 所示。

表 1　 立方体机器人的主要参数表

参数名称 参数符号 参数数值

立方体总质量 M 0. 3275 kg
动量轮质量 m 0. 0952 kg

立方体重心与点 A 的距离 l1 0. 136 m
动量轮重心与点 A 的距离 l2 0. 095 m
坡面底点与点 A 的距离 l3 0. 153 m

机体转动惯量 I1 9. 852 × 10 - 4 kgm2

动量轮转动惯量 I2 6. 694 × 10 - 5 kgm2

2　 立方体机器人坡面平衡建模

立方体机器人以一条棱边为支点在斜面上的动

态平衡等效模型可视作为一阶倒立摆模型。 为了便

于简化立方体机器人建模与控制器设计,本文对立

方体机器人做出如下假设。
(1) 立方体机器人以棱边为支点的所在边与接

触面无滑动。
(2) 立方体机器人视为刚体且质量均匀对称。
(3) 忽略空气阻力以及各种摩擦力。
立方体机器人以一条单棱边为支点在坡面上平

衡时,由电机驱动动量轮产生回复力实现平衡控制,
因此立方体机器人的系统模型可简化为其平面二维

模型,如图 2 所示。 立方体机器人位于倾角为 γ 的

坡面上,其中 M 为立方体框架及电池的总质量,其
重心 G 的位置坐标为 (x1, y1)。 立方体机器人与坡

面接触点记为点A,点A正下方与水平面接触点记

图 2　 立方体机器人在坡面上平衡的坐标系定义
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为坐标系原点 O, 立方体绕点 A 进行转动,转动惯

量为 I1, m 为动量轮的质量,其重心 P 的位置坐标

为 (x2, y2), 动量轮转过的角度为 β, 转动惯量为

I2。 立方体机器人相对于纵轴的偏转角为 θ, 点 A 与

立方体机器人重心 G 的距离为 l1, 与动量轮重心 P

的距离为 l2, 与坡面底点 B 的距离为 l3。
立方体机器人在坡面上平衡的拉格朗日方程为

L(q, q̇) = T(q, q̇) - V(q, q̇) (1)
式中, L 为拉格朗日算子, q 为系统的广义坐标, T
为系统的总动能, V 为系统的总势能。

拉格朗日方程由广义坐标 qi 以及拉格朗日算

子 L 所表示为

d
dt

∂L
∂q̇i

[ ] - ∂L
∂qi

= Qi (2)

式中, i = 1,2,3…n;Qi 为系统沿广义坐标方向的外

力,设立方体机器人的 2 个广义坐标分别是 θ 和 β。
立方体机器人在坡面上的总动能为

T = T1 + T2 (3)
其中,立方体机器人机体的动能为

T1 = 1
2 Ml21 θ̇ 2 + 1

2 I1 θ̇ 2 (4)

动量轮的动能为

T2 = 1
2 ml22 θ̇ 2 + 1

2 I2( θ̇ 2 + β̇ 2) (5)

则立方体机器人在坡面上平衡的总动能为

T = 1
2 Ml21 θ̇ 2 + 1

2 I1 θ̇ 2 + 1
2 ml22 θ̇ 2

+ 1
2 I2( θ̇ 2 + β̇ 2) (6)

立方体机器人在坡面上的总势能为

V = V1 + V2 (7)
其中,立方体机器人机体的势能为

V1 = Mgl1cosθ + Mgl3cosγ (8)
动量轮的势能为

V2 = mgl2cosθ + mgl3cosγ (9)
则立方体机器人在坡面上平衡的总势能为

V = Mgl1cosθ + Mgl3cosγ + mgl2cosθ + mgl3cosγ

(10)
由此可得,立方体机器人在坡面上平衡的拉格

朗日算子为

L = 1
2 Ml21 θ̇ 2 + 1

2 I1 θ̇ 2 + 1
2 ml22 θ̇ 2 + 1

2 I2( θ̇ 2 + β˙2)

- (Ml1 + ml2)gcosθ - (M + m)gl3cosγ (11)
立方体机器人在坡面上平衡的广义力矩为

f = [ - I2 β̈U - I2 θ̈] T (12)
式中,U 为动量轮的驱动力矩。

将式(11)、(12)带入式(2),则有:

d
dt

∂L
∂ θ̇( ) - ∂L

∂θ = - I2 β̈

d
dt

∂L
∂ β̇( ) - ∂L

∂β = U - I2 θ̈

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(13)

由此可得:
∂L
∂ θ̇

= (Ml21 + ml22 + I1 + I2) θ̇

∂L
∂θ = (Ml1 + ml2)gsinθ

∂L
∂ β̇

= I2 β̇

∂L
∂β = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(14)

将式(14)代入式(2),则有:

(Ml21 + ml22 + I1 + I2) θ̈

　 　 - (Ml1 + ml2)gsinθ = - I2 β̈

I2 β̇ = U - I2 θ̈

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(15)

由此可得立方体机器人在坡面上平衡的动力学模型

为

θ̈ =
(Ml1 + ml2)gsinθ
Ml21 + ml22 + I1

- U
Ml21 + ml22 + I1

β̈ = -
(Ml1 + ml2)gsinθ
Ml21 + ml22 + I1

+
(Ml21 + ml22 + I1 + I2)U
I2(Ml21 + ml22 + I1)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(16)
为了便于分析和计算,将式(16)表示为

θ̈ = f1(θ, θ̇ , β̇ , U)

β̈ = f2(θ, θ̇ , β̇ ,U)
{ (17)

当立方体机器人处于平衡位置时,各个状态变

量的初始值为 0,即:
(θ, θ̇ , β̇ ) = (0, 0, 0) (18)
令 x = y = (θ, θ̇ , β̇ ) T, 立方体机器人在平衡

点附近,即 θ 较小时, sinθ ≈ θ, 将式(16)在平衡位
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置处进行泰勒级数展开并进行线性化,由此可得立

方体机器人的坡面自平衡的动力学模型的状态方程

为

ẋ =
0 1 0

66. 456 0 0
- 66. 456 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
x +

0
- 126. 553
15068. 775

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
u

y =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
x (19)

3　 基于模糊 PID 的立方体机器人串级

控制系统设计

　 　 稳定性是控制系统正常工作的必要条件,对于

式(19)所示的立方体机器人系统,其特征根分别为

λ1 = 0、λ2 = 8. 1521、λ3 = - 8. 1521, 即立方体机器

人系统有一个极点 λ3 在 S 平面的右半平面上,因此

系统在平衡点处是不稳定的。 此外,式(19)的能控

矩阵和能观矩阵均为满秩,即所设计的立方体机器

人在坡面上既能控且能观。 因此,可以设计相应的

控制器,实现其坡面自平衡调节。
立方体机器人复杂的结构和独特的自平衡方

式,使其难以获取精确的动力学模型,导致采用常规

的 PID 控制方法存在控制精度不高、姿态不易收敛

且抗干扰能力较差等问题。 因此,本文将模糊逻辑

与 PID 相结合构成立方体机器人的角速度-角度串

级控制系统,系统结构如图 3 所示。

图 3　 立方体机器人控制系统结构图

　 　 为了及时响应立方体机器人机体角度的变化且

克服不确定性扰动,选择立方体机器人的机体角度

θ 作为副变量构成基于 PID 控制的副回路;为了弥

补立方体机器人动力学模型不精确的问题和增强系

统的鲁棒性,以动量轮角速度 β̇ 为主变量并采用模

糊 PID 控制方式,构成基于模糊 PID 的角速度-角度

串级控制系统,从而使得立方体机器人系统具有良

好的控制品质。
动量轮角速度输入量偏差 e及偏差变化率 ec通

过量化因子 Ke、Kec 进行一次量化处理,输出量 Δkp、
Δki、Δkd 经过解模糊化比例因子 k1、k2、k3 进行一次

比例变换。 取动量轮角速度输入量偏差 e 和偏差变

化率 ec ,输出量 Δkp、Δki、Δkd 模糊子集为 {NB,
NM, NS, Z, PS, PM, PB}, 分别代表负大,负中,
负小,零,正小,正中,正大。 论域为[ - 3, 3],量化

等级为{ - 3, - 2, - 1,0,1,2,3}。 输入量偏差 e 和

偏差变化率 ec 隶属函数选为双边高斯型,输出量

Δkp、Δki、Δkd 隶属函数选为三角形,使用重心法进行

解模糊:

ucen =
∑

n

i = 1
uiA(ui)

∑
n

i = 1
A(ui)

(20)

式中, ucen 为面积中心对应的横坐标, A(ui) 为 ui 处

的隶属度, n 为相关隶属度的个数。 系统的输入输

出的函数隶属度曲线如图 4、图 5 所示。
根据动量轮角速度环 kp、ki、kd 3 个参数的作用、

相互之间的互连关系及对输出特性的影响,可以归

图 4　 e、ec 隶属函数
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图 5　 Δkp、Δki、Δkd 隶属函数

纳出在不同 e 和 ec 的情况下,动量轮角速度环 kp、
ki、kd 的自整定要求,从而可得模糊规则:

(1) if (e is NB) and (ec is NB)
then (Δkp is PB)(Δki is NB)(Δkd is PS)

(2) if (e is NB) and (ec is NM)
then (Δkp is PB)(Δki is NB)(Δkd is NS)

(3) if (e is NB) and (ec is NS)
then (Δkp is PM)(Δki is NM)(Δkd is NB)

…
(49) if (e is PB) and (ec is PB)

then (Δkp is NB)(Δki is PB)(Δkd is PB)
上述 49 条模糊控制规则形成一个模糊控制规

则矩阵,根据模糊输入量决策出模糊输出量

将 Δkp、Δki、Δkd 代入式(21),求出系统最终的

控制参数 kp、ki、kd。
kp = kp0 + Δkp

ki = ki0 + Δki

kd = kd0 + Δkd

ì

î

í

ïï

ïï
(21)

其中, kp0、ki0、kd0 为 PID 初始值。

4　 实验与结果分析

4. 1　 对比仿真实验

设立方体机器人的初始状态为(5, 0, 0) T,本
文所设计的基于模糊 PID 的立方体机器人串级控制

系统和基于普通 PID 的立方体机器人控制系统的系

统输出响应仿真曲线如图 6 所示。
由图 6 可知,相比于基于普通 PID 控制的系统,

本文所设计的基于模糊 PID 的串级控制系统具有调

节时间短、超调小、响应速度快等特性。
4. 2　 稳定性实测实验及结果分析

将立方体机器人放置在倾斜角度为 23 °的坡面

上,如图 7 所示,采样周期为 5 ms。 稳态时立方体机

器人的机体角度跟随和动量轮角速度实测输出曲线

如图 8 和图 9 所示。

图 6　 模糊 PID 串级控制与普通 PID 仿真对比实验图

图 7　 立方体机器人实物实验图

图 8　 立方体机器人稳态时的机体角度跟随曲线
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图 9　 立方体机器人稳态时动量轮角速度输出曲线

由图 8、图 9 可知,立方体机器人在坡面上稳定

时,动量轮的角速度在 0 附近波动,机体角度值在设

定值附近小幅度波动,立方体机器人具有良好的稳

定性。
4. 3　 抗扰性实测实验及结果分析

立方体机器人在坡面上稳态平衡过程中,给立

方体机器人一个瞬间的干扰,使其机体角度值发生

变化,立方体机器人系统的机体角度跟随和动量轮

角速度波形抗扰输出响应如图 10 和图 11 所示。
由图 10 和图 11 可知,对于立方体机器人坡面

上稳定过程中突然出现的外部干扰,立方体机器人

系统能够对扰动做出快速且有效的调整,保证立方

体机器人的稳定控制。
4. 4　 鲁棒性实测实验及结果分析

　 　 立方体机器人在坡面上稳态平衡过程中,给立

图 10　 扰动情况下机体角度跟随曲线

图 11　 扰动情况下动量轮角速度输出曲线

方体机器人的立方体框架上悬挂一个重物,改变立

方体框架的质量,系统的输出响应如图 12 和图 13
所示。

图 12　 不同系统参数下立方体机器人机体角度跟随曲线

图 13　 不同系统参数下动量轮角速度输出曲线
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由图 12、图 13 可知,基于模糊 PID 的动量轮立

方体机器人控制系统,在系统参数发生变化时,仍然

对立方体机器人系统的平衡控制具有良好的适应

性,验证了本文控制算法对系统参数发生变化时有

良好的鲁棒性。

5　 结 论

本文自主研制了一种以立方体棱边为支点的立

方体机器人,针对其在坡面上自平衡动力学建模及

控制问题,设计了基于模糊 PID 控制的角速度-角度

串级控制系统。 首先,基于 Lagrange 方程建立了立

方体机器人坡面动力学模型并进行了稳定性和能控

性、能观性的理论分析。 在此基础上,选择立方体机

器人的机体角度为副变量、动量轮角速度为主变量,
构成基于模糊 PID 的立方体机器人串级控制系统。
相比于常规的 PID 单回路立方体机器人控制系统,
由于增加了角度副回路以及模糊逻辑的作用,坡面

自平衡立方体机器人系统可以更好地克服由于对象

非线性、各种扰动等不确定因素对系统的影响,具有

良好稳定性、抗干扰以及鲁棒性。
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A cubli robot control system based on fuzzy-PID
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Abstract
Aiming at the self-balancing control of the cubli robot with the edge as the fulcrum on the slope, a control sys-

tem for the cubli robot based on fuzzy-PID is proposed. Firstly, a kind of cubli robot is designed with an internally
integrated momentum wheel, and the dynamic model of the cubli robot on the slope is established with the Lagrange
equation, which proves that it is an unstable system near the equilibrium point and is controllable and observable.
Secondly, an angular velocity-speed cascade control system for the designed cubli robot is constructed with the
fuzzy-PID controller to realize the self-balancing control of the cubli on the slope. Finally, Simulations and pracitcal
experiments results prove the effectiveness of the system designed in this paper.

Key words: cubli robot, fuzzy-PID, dynamic modeling, self-balancing control
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