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基于 F-M II 状态空间模型的多维系统实现方法①

陈君昊②　 程　 骅③　 刘惠康　 盛道清

(武汉科技大学信息科学与工程学院　 武汉 430080)

摘　 要　 针对多维系统的实现问题,本文对多输入多输出(MIMO)线性系统的 Fornasini-
Marchesini II(F-M II)状态空间模型进行了研究。 在一维系统实现方法的基础上做了进

一步的讨论,提出了一种基于 F-M II 模型的多维系统实现矩阵的求解新方法。 与规范的

实现矩阵求解方法相比,新方法通过在传递函数特征多项式的图结构中添加两种类型的

顶点,能够得到 F-M II 状态空间模型的一组完整的实现矩阵,而不是只有一个实现,且获

得实现矩阵的阶次更低,避免了复杂的矩阵计算过程,使得系统表现形式更加清晰直观,
有利于多维系统的设计和分析。 对所提出的方法,本文给出了具体的数例说明其可行性。
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0　 引 言

随着计算机技术和工业过程控制的快速发展,
在一些实际工程领域中多维变量系统的应用越来越

广泛,如机械故障检测、板材成形、卫星云图、地震数

据处理和图像处理等领域[1-2]。 二维离散时间系统

作为一个典型的例子,已经成为一个重要的研究课

题,引起了广泛关注。 到目前为止,已经提出了几种

不同的二维状态空间模型。 其中 Fornasini-Mar-
chesini II(F-M II)模型被认为是最普遍的模型,它
涵盖了其他模型的特殊情况。 且 F-M II 模型也已

经取得了丰硕的成果,特别是在稳定性和可观性、滤
波和估计以及控制器设计等问题上[3]。

多维系统的另一个重要研究方向是实现问题,
即通过确定的多维状态空间模型来实现给定的有理

传递函数或状态矩阵[4]。 与一维系统不同,通常 n
维(n≥2)系统的最小状态空间实现很难获得。 为

了分析多维系统,就必须解决实现问题,最常用的解

决方法是使用规范形式获得低阶实现矩阵。但基

于规范形式的方法大多只能给出系统的一种可能实

现,通常情况下系统有很多解[5]。 与规范形式不

同,图论方法可以直接从特定结构中获得系统的一

组最小状态空间实现。 比如,文献[6]的图论方法

用一系列的二项式有向图构造系统的实现矩阵,但
这种方法不适用于多维多输入多输出(multiple-in-
put multiple-output,MIMO)系统,且目前没有在F-M II
模型中使用。

本文结合多维图论和 F-M II 状态空间模型之

间的联系,提出了一种二维多输入多输出 F-M II 模
型实现矩阵求解的新方法,该方法将文献[6]的一

维实现方法扩展到二维系统,然后提出了多维 MI-
MO 系统的实现方法。 该算法与规范形式实现方法

相比,实现过程更加清晰直观,获得实现矩阵数量更

多,且状态矩阵形式便于计算机分析,为高速计算分

析多维系统提供了新思路。

1　 F-M Ⅱ状态空间模型

二维线性系统的 F-M II 状态空间模型[7]为
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x( i1 + 1, i2 + 1) = A1x( i1, i2 + 1) + A2x( i1 + 1, i2)
+ B1u(i1, i2 + 1) + B2u(i1 + 1, i2)

y( i1, i2) = Cx( i1, i2) + Du( i1, i2) (1)
其中, x( i1, i2) ∈ Rr、 u( i1, i2) ∈ R l 和 y( i1, i2) ∈
Rm 分别是局部状态量、输入量和输出量;A、B、C、D
为实数矩阵; A1、 A2 ∈ Rr×r、 B1、 B2 ∈ Rr×l、C ∈
Rm×r、 r 被称作二维 F-M II 模型的阶数。 通过系统

模型的化简,也能使用(A,B,C,D)表示,其中 A ≜
(A1, A2) 和 B ≜ (B1, B2) 表示二维系统。

二维离散系统的传递函数被表示为

H( z1, z2) =
N( z1, z2)
d( z1, z2)

= D + C(Ir - ∑
2

i = 1
ziAi) -1(∑

2

i = 1
ziBi)

(2)
其中, N( z1, z2) 表示传递矩阵, d( z1, z2) 表示特征

多项式, zi 表示延迟操作[8]。
对于给定的二维传递函数 H( z1, z2),如果存在

矩阵 A、B、C、D 使得式(2)成立,则称其为 F-M II 模
型的实现矩阵。 如果系统的传递函数 H( z1, z2) 中

N( z1, z2) 和 d( z1, z2) 都是二维多项式,当 d(0, 0)
≠0 时,称这个系统是因果系统。 当 d(0, 0) ≠0 且

n(0, 0) = 0 时,称系统是严格因果系统。 在不失一

般性的情况下,可以假设传递函数是严格因果系统,
D = H(0, 0) 为零阶矩阵,将最小化问题归结为求

实数矩阵的问题。 如果 H( z1, z2) 是因果传递函数

但不是严格因果传递函数,只需要重新定义 H( z1,
z2) 为 H( z1,z2) - H(0,0), 则能得到 H( z1,z2) 为严

格因果传递函数[9]。

2　 设计实现

传递函数 H( z1, z2) 中的 D 为常数矩阵,在不

失一般性的情况下,考虑式(2)中 D 为零阶矩阵的

传递函数,表示为分式结构如下。

Hsp( z1, z2) = C(Ir - ∑
2

i = 1
ziAi) -1∑

2

i = 1
ziBi

=
Cadj(Ir - ∑

2

i = 1
ziAi)∑

2

i = 1
ziBi

det (Ir - ∑
2

i = 1
ziAi)

(3)

其中 det Ir - ∑
2

i = 1
ziAi( ) 表 示 矩 阵 行 列 式 的 值,

adj Ir - ∑
2

i = 1
ziAi( ) 表示矩阵的伴随矩阵。

本文考虑 F-M II 模型为一种多输入多输出

(MIMO) 状态空间模型。 则式(3) 中的传递函数

H( z1, z2) ∈ RR p×m
+ 可以表示为

H( z1, z2) =

n11( z1, z2)
d1( z1, z2)

…
n1m( z1, z2)
d1( z1, z2)

︙ ⋱ ︙
np1( z1, z2)
dp( z1, z2)

…
npm( z1, z2)
dp( z1, z2)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

(4)
由式(4)可知, d j( z1, z2) 和 nij( z1, z2) 可以写

成如下形式:
nij(z1, z2) = bijmij,nijz

mij
1 znij2 + bijmij,nij-1z

mij
1 znij-12 + bijmij-1,nijz

mij-1
1 znij2

+ … + bij
10 z1 + bij

01 z2 + bij
00 (5)

　 d j( z1, z2) = zmj
1 znj2 - a j

mj, nj-1 z
mj
1 znj-12 - a j

mj-1,njz
mj-1
1 znj2

- … - a j
10 z1 - a j

01 z2 - a00

m j = mij, n j = nij, i = 1,…,m, j = 1,…, p

(6)
从式(2)中可以获得实数矩阵 D。
H(∞ ) = lim

z1→∞, z2→∞
H( z1, z2)

= lim
z1→∞, z2→∞

{C[Inz1 z2 - A1 z1 - A2 z2] -1

　 × [B1 z1 + B2 z2] + D} = D (7)
由式(3)可以确定以下形式的严格因果传递函

数:
Hsp( z1, z2) = H( z1, z2) - D

= C[Inz1 z - A1 z1 - A2 z2] -1

　 × [B1 z1 + B2 z2] (8)
为确定二维离散系统的实现矩阵,将传递函数

的分子和分母乘以 z -mj
1 z -nj2 , 得到:

Hsp(z -11 ,z -12 ) = N1(z -11 , z -12 )
d1(z -11 , z -12 )

…
N1p(z -11 , z -12 )
dp(z -11 , z -12 )[ ]

T

(9)
其中,

N1j( z1, z2) = [n1j( z1, z2) … nmj( z1, z2)]

(10)

nij(z -11 , z -12 ) = b
~ ij

mij,nij + b
~ ij

mij,nij-1z
-1
2 + b

~ ij
mij-1,nijz

-1
1
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+ … + b
~ ij

00 z -mij
1 z -nij2

i = 1,…,m j = 1,…, p 　 (11)
特征多项式 例如在一维系统中一个域FF ∈RR ,

对分布于FF 上的 n × n 矩阵 A,其特征多项式定义由

式(12)给出。 对于二维离散系统,特征多项式由两

个变量 z1 和 z2 组成。 对于式(3)描述的离散时间系

统,特征多项式如式(13)所示。
pA( t) = det( tIn - A) ∈ FF [ t] (12)
d( z1, z2) = det(Iz1 z2 - A1 z1 - A2 z2) (13)
有向图理论 一个有向图 D 是由非空有限集

V(D)和 A(D)构成。 其中 V(D)和 A(D)分别为有

向图 D 的顶点集和弧集,顶点集 V(D) 中每一个元

素为有向图 D 的顶点, A(D) 中每一个元素为有向

图 D 的弧。 有向图常被简记为 D = (V, A), 其中 V
和 A 分别表示有向图 D 的顶点集和弧集。 有向图 D
的阶是 D 顶点的数目, D 的阶可以被直接写作

| D | ; 有向图 D 的大小是 D 中弧的数目。 二维有

向图 D2 由 6 个元素组 (S,V,NN 1,NN 2,BB 1,BB 2) 组

成,其中 S 为源, V = {v1, v2,…,vn} 为顶点的集合,
NN 1、 NN 2 为 V × V 的子集,其元素分别被称为NN 1 弧、
NN 2 弧,同时BB 1、BB 2 是 S × V 的子集,其元素分别被

称为BB 1 弧、BB 2 弧[10-11]。 如果传递函数 H( z1, z2)
中的 A1 和 A2 不是零阶矩阵,则存在有从顶点 Vi 到

顶点 V j 的NN 1、NN 2 弧集。 如果输入矩阵 B 不是零阶

矩阵,则存在从源 S 到 Vi 的BB 1、 BB 2 弧集。 可以用

实线来表示NN 1 和BB 1 弧,虚线表示NN 2 和BB 2 弧。
交集顶点 交集顶点是由文献[12]中给定的特

征多项式组成的所有二项式有向图的交集的顶点。
由于问题的复杂性,在本文中讨论的是这样一种情

况,即所有二项式有向图的起点和终点都相交于同

一交集顶点的情况。
引理 如果满足以下条件[13]:
(1) 特征多项式传递函数 H( z1, z2) 的 d( z1,

z2) 满足: di, j ≥ 0( i = 0,1…,k1; j = 0,1,…,k2;
dk1,k2 = 1)。

(2) 特征多项式传递函数的有向图中循环的个

数等于该多项式中每个单项式有向图的个数相加总

和。
(3) 特征多项式传递函数的有向图中所有循环

的起点和终点都相交于同一个顶点,则能求出特征

多项式传递函数 H( z1, z2) 的实数矩阵 A、B、C、D。
证明 引理中(1)当且仅当考虑特征多项式为

正时必须满足,否则必须满足(2)和(3)。 引理中

(2)如果特征多项式传递函数的有向图中循环的个

数多于该多项式中每个单项式有向图的个数相加总

和,则会有额外的单项式形成,最终计算得到的特征

多项式与原特征多项式不同。 引理中(3)即有向图

满足 V(D(2)
1 ) ∩ V2(D(2)

2 ) ∩…∩ V j(D(2)
j ) ≠ {0},

则有向图属于 K1 类有向图[14]。 如果存在两个循环

的起点和终点不相交于同一顶点,则多项式有向图

解会出现 B 和 C 矩阵并发症,需要追踪源到输出的

所有路径。 文献[15]给出了具体的证明过程。

3　 算法步骤

本文提出的新方法首先为所有构成特征多项式

的二项式创建有向图,然后利用顶点的相对组合将

它们连接起来,创建特征多项式可能的有向图变体,
最终实现给定的特征多项式。 算法的各个部分都可

以并行,这对于快速开发计算机算法具有重要的意

义。 算法将文献[6]中的一维实现方法扩展到二

维,且在原有的基础上增加了有向图的组合规则,有
利于从二维有向图中获取 B 和 C 矩阵。

算法 确定实现矩阵

(1)把特征多项式 d( z1,z2) 分解成多个单项

式。
(2)根据有向图方法,画出每个单项式的有向

图。
(3)基于每个单项式各自的有向图,确定特征

多项式有向图。
(4)特征多项式有向图循环个数等于单项式有

向图个数之和且所有循环的起点和终点都相交于一

点。
(5)通过特征多项式有向图的弧集确定对应的

状态矩阵 Aij。
(6)对交集顶点,创建从源到输出的所有路径。
(7)添加所有路径的单项式,然后创建多项式。
(8)分配属于 B 的单项式,形成一组方程,根据
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方程求解 B 和 C 矩阵。
算法由 3 部分组成,第 1 部分为步骤(1) ~ (2),

将特征多项式表示为每个单项构造的有向图;第 2
部分为步骤(3) ~ (5),使用单项式有向图表示有效

的多项式结构;第 3 部分为步骤(6) ~ (8),通过在

特定的结构中添加两种类型的顶点,允许直接从二

维 MIMO 系统有向图中获得 B 和 C 矩阵。
本文算法的优点是引入源顶点和输出顶点,不

需要借助 Matlab 工具箱计算 B 和 C 矩阵。 矩阵 B
和 C 可通过添加 2 个额外类型有向图的顶点输入

顶点 S 和输出顶点 Y 直接获得。 顶点 V 和 S 之间的

弧值对应输入矩阵 B,顶点 V 和 Y 之间的弧值对应

输出矩阵 C。 在二维单输入单输出(single-input sin-
gle-output, SISO)系统中引入本算法的两种顶点。
例如,对于一个 SISO 传递函数:

T(z1,z2) =
6z21z2 + 5z21 + 4z1z2 + 3z1 + 2z2 + 1

z21z2 - 0.5z21 + 0.4z1z2 - 0.3z1 - 0.2z2 - 0.1
　 　 计算适当的实现矩阵 D:

D = lim
Z1→∞, Z2∞

T( z1, z2) = [6]

将传递函数 T( z1, z2) 乘以 z -21 z -12 , 由式(9)和
式(11)可以得到:
Tsp( z -11 , z -12 ) =

8z -12 + 1. 6z -11 + 4. 8z -11 z -12 + 3. 2z -21 + 1. 6z -21 z -12

1 - 0. 5z -12 + 0. 4z -11 - 0. 3z -11 z -12 - 0. 2z -21 - 0. 1z -21 z -12

　 　 利用引理构造有向图来表示分母特征多项式中

每个单项式。 单项式的值M1 = - 0. 4z -11 如图 1(a),

M2 = 0. 5z -12 如图 1(b), M3 = 0. 3z -11 z -12 如图 1(c),

M4 = 0. 2z -21 如图 1(d), M5 = 0. 1z -21 z -12 如图 1(e)。

图 1　 实现单项式 M1、M2、M3、M4、M5 有向图

组合图 1 单项式有向图表示特征多项式,选择

符合引理的一个有向图,组合结构如图 2 所示。
　 　 根据图2有向图D的弧集得到对应F -M II模

型的矩阵 Ai。

A1 =
0 0 0. 1
0 0 0. 3
0 0 0. 5

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
, A2 =

0 0 0
1 0 0. 2
0 1 - 0. 4

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

图 2　 有向图 D 实现特征多项式 d(z1, z2)

然后添加两种节点可得到结构如图 3 所示。

图 3　 有向图实现特征多项式 n(z -1
1 , z -1

2 )

根据图 3 中有向图的弧集得到对应 F-M II 模

型的矩阵 Bi 和 C。

B1 =
1. 6 / c
4. 8 / c
8 / c

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
, B2 =

0
3. 2 / c
1. 6 / c

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

C = [c 0 0]　 c ∈ RR
因此能通过添加两种类型节点得到二维 F-M II

模型的矩阵 B 和 C,且该实现矩阵为一组最小实现。
在一维算法中提到了多输入单输出(multiple-input
single-output, MISO)的情况,本文将在 MIMO 情况

中讨论二维 MISO 的情况。

4　 数 例

考虑如下(MIMO)二维系统的传递函数:

　 　 T( z1, z2) =

z21 z2 + z21 + z1 z2 + z1 + 2z2 + 1
z21 z2 - z21 + 3z1 z2 -2z1 + z2 - 1

z21 z2 + z21 + 4z1 z2 + 3z1 + 2z2 + 1
z21 z2 - 4z21 + 3z1 z2 - 2z1 + z2 - 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
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z21 z2 + z21 + z1 z2 + 3z1 + 2z2 + 1
z21 z2 - z21 + 3z1 z2 - 2z1 + z2 - 1

z21 z2 + 5z21 + 4z1 z2 + 3z1 + 2z2 + 1
z21 z2 - 4z21 + 3z1 z2 - 2z1 + z2 - 1

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

将矩阵分块得到 2 个 MISO 传递矩阵:

　 T1( z1, z2) = z21 z2 + z21 + z1 z2 + z1 + 2z2 + 1
z21 z2 - z21 + 3z1 z2 - 2z1 + z2 - 1[

z21 z2 + z21 + z1 z2 + 3z1 + 2z2 + 1
z21 z2 - z21 + 3z1 z2 - 2z1 + z2 - 1 ]

　 T2( z1, z2) = z21 z2 + z21 + 4z1 z2 + 3z1 + 2z2 + 1
z21 z2 - 4z21 + 3z1 z2 - 2z1 + z2 - 1[

z21 z2 + 5z21 + 4z1 z2 + 3z1 + 2z2 + 1
z21 z2 - 4z21 + 3z1 z2 - 2z1 + z2 - 1 ]

先对于 T1( z1, z2) 进行求解:
步骤 1 确定矩阵 D。
由式(4) ~式(11)可以得到以下等式:
D1 = lim

z1→∞, z2→∞
T( z1, z2) = [1 1]

TSP1( z1, z2) = T1( z1, z2) - D =
N( z1, z2)
d( z1, z2)

d( z1, z2) = z21 z2 - z21 + 3z1 z2 - 2z1 + z2 - 1

N( z1, z2) =
2z21 - 2z1 z2 + 3z1 + z2 + 2

2z21 - 2z1 z2 + 5z1 + z2 + 2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

T

将 d( z1, z2) 乘以 z -21 z -12 , 并且写成二项和的形

式,结果如下:
d(z -11 , z -12 ) = 1 - z -12 + 3z -11 - 2z -11 z -12 + z -21 - z -21 z -12

= (1 - z -12 ) ∪(1 + 3z -11 ) ∪(1 - 2z -11 z -12 )

　 ∪ (1 + z -21 ) ∪ (1 - z -21 z -12 )
其中∪是对有顶点的有向图操作,称为相对于顶点

的复合[16]。 对于每个单项式,创建满足引理的图结

构,选择其中一个进行研究。 所选结构如图 4 所示。

图 4　 有向图 D 实现特征多项式 d(z1, z2)

步骤 2 确定状态矩阵 A。

从获得的有向图中可以对应获得状态矩阵 A1

和 A2。

A1
1 =

1 0 0
2 0 0
1 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
, A1

2 =
- 3 1 0
- 1 0 1
0 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

步骤 3 确定矩阵 B 和 C。
将 N( z1, z2) 乘以 z -21 z -12 , 可以获得新的有向图

多项式:

N( z -11 , z -12 ) = [n11( z -11 , z -12 ) n12( z -11 , z -12 )]

=
2z -12 - 2z -11 + 3z -11 z -12 + z -21 + 2z -21 z -12

2z -12 - 2z -11 + 5z -11 z -12 + z -21 + 2z -21 z -12

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

T

对图 4 的有向图添加源节点 S 和输出节点 Y,
并且连接起来。 在本文的数例中,源节点与图 4 中

的公共顶点相连。 假设矩阵 C 包含一个非零项,则
可得到 2 个部分。

第 1 部分为多项 n11( z -11 ,z -12 ) = 2z -12 - 2z -11 +

3z -11 z -12 + z -21 + 2z -21 z -12 , 其中源节点 s1 与顶点 v1、v2、
和 v3 连接,交集顶点与输出节点相连接,如图 5 所

示。

图 5　 有向图实现特征多项式 n11(z -1
1 , z -1

2 )

从图 5 中可以对应获得矩阵 B1
1 和 B1

2:

z -12

z -11 z -12

z -21 z -12

w( s1,v1) NN1
z -12 ·w(v1, y1) = 2

w( s1, v2) NN1
z -12 ·w(v1, y1) = 3

w( s1, v3) NN1
z -12 ·w(v1, y1) = 2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

z -11

z -21

　

w( s1, v1) NN2
z -11 ·w(v1, y1) = - 2

w( s1, v2) NN2
z -11 ·w(v1, y1) = 1

w( s1, v3) NN2
z -11 ·w(v1, y1) = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

整理上式写成如下形式:

C1 = [w(v1, y1) 0 0]

B1
11 = 1

w(v1, y1)

2
3
2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
, B1

21 = 1
w(v1, y1)

- 2
1
0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

—6021—

高技术通讯　 2021 年 11 月 第 31 卷 第 11 期



第 2 部分为多项式 n12( z -11 , z -12 ) = 2z -12 - 2z -11

+ 5z -11 z -12 + z -21 + 2z -21 z -12 , 新有向图结构如图 6 所示。

图 6　 有向图实现特征多项式 n12(z -1
1 , z -1

2 )

从图 6 中可以对应获得矩阵 B2
1 和 B2

2:

B1
12 = 1

w(v1, y1)

2
5
2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
, B1

22 = 1
w(v1, y1)

- 2
1
0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

C1 = [w(v1, y1) 0 0]

值得注意的是,两个部分的输出矩阵 C 具有相

同的结构,而输入矩阵 B 依赖弧 w( v1, y1 )的值。
因为系统分为两个部分,所以输入矩阵 B1 和 B2 可

以表示为如下形式:

B1
1 = 1

w(v1, y1)

2 2
3 5
2 2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
,B1

2 = 1
w(v1, y1)

- 2 - 2
1 1
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

输出矩阵 C 则表示为

C1 = [w(v1, y1) 0 0]　 w(v1, y1) ∈ RR

现在对 T2( z1, z2) 进行求解,重复上面的步骤,
经过计算可得:

A2
1 =

4 0 0
2 0 0
1 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
, A2

2 =
- 3 1 0
- 1 0 1
0 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

　 　 B2
1 = 1

w(v1, y1)

5 9
5 5
2 2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
,B2

2 = 1
w(v1, y1)

1 1
1 1
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

　 　 C2 = w(v1, y1) 0 0[ ]　 w(v1, y1) ∈ RR

D2 = lim
z1→∞, z2→∞

T( z1, z2) = [1 1]

则二维 MIMO 系统 F-M II 模型实现为

A1 =
A1

1 0

0 A2
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú, A2 =

A1
2 0

0 A2
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

B1 =
B1

1

B2
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú, B2 =

B1
2

B2
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

C =
C1 0

0 C2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

D = lim
z1→∞, z2→∞

T( z1, z2) =
1 1
1 1

[ ]

　 对于同一类型的特征多项式,可以有图 2 和

图 4 两种有向图结构。 用同样的方法还可以创建满

足引理的其他有向图结构。 将本文方法与其他标准

形式求解算法[17-20] 获得实现矩阵的大小和数量进

行详细对比,结果如表 1 所示。 充分说明了本文方

法在获取求解数量和实现矩阵阶次方面的优越性。
该算法能够为特征多项式创建一组完整的解,但解

的数量随着特征多项的幂和系统维度的增长而呈指

数增长。 用 Matlab 进行仿真,结果如图 7 所示。

5　 结 论

本文提出了基于 F-M II 状态空间模型的多维

系统图论实现的新方法,通过在特征多项式结构中

表 1　 比较实现矩阵阶次和实现数量

特征多项式 实现矩阵阶次 实现数量
本文算法

实现矩阵阶次 实现数量

1 + a02 z22 + a11 z1 z2 + a10 z1 + a01 z2 4 1 2 4
1 - a5 z21 z2 - a4 z22 - a3 z21 - a2 z2 - a1 z1 4 1 3 2

1 + d21 z21 z2 + d30 z31 + d11 z1 z2 + d10 z1 + d01 z2 3 1 3 12
1 - β1 z1 - β2 z2 2 1 1 1

1 + a12 z21 z2 + a11 z1 z2 + a01 z2 3 1 3 6
1 + z21 z22 + z1 z2 4 1 4 8

—7021—

陈君昊等:基于 F-M II 状态空间模型的多维系统实现方法



图 7　 算法获得特征多项式实现矩阵的数量

引入源顶点和输出顶点,该方法能够从多维系统的

传递矩阵中获取 F-M II 状态空间模型的一组 A、B、
C、D 矩阵。 不同于经典的规范方法只有一种实现,
本文方法在获得完整实现的同时可以调整交集顶点

的位置得到多种实现,并给出了具体的数例验证新

方法的有效性和可行性,为多维系统的研究提供了

新思路。 将此算法应用在 MIMO 系统中,可以获得

更低阶次且数量更多的实现矩阵,简化了 MIMO 系

统实现矩阵求解的难度。 今后更进一步的研究是减

少特征多项式结构的限制,并尽可能减少算法的步

骤和复杂度,使之能够在计算机中求解多维系统的

实现矩阵。

参考文献

[ 1] Dreesen P, Batselier K, Moor B D. Multidimensional re-

alisation theory and polynomial system solving[J]. Inter-

national Journal of Control, 2018, 91(12): 2692-2704

[ 2] Shen J, Wang W Q. Stability and constrained control for

positive two-dimensional systems with delays in the sec-

ond FM model[J]. IMA Journal of Mathematical Control

and Information, 2019, 36(2): 515-536

[ 3] Bose N K. Multidimensional Systems Theory and Applica-

tions [ M]. Strasbourg: Springer Science and Business

Media, 2013: 23-30

[ 4] Yan S, Zhao D, Wang H, et al. A novel constructive

procedure to low-order Fornasini-Marchesini model reali-

zation[J]. Journal of the Franklin Institute, 2020, 357

(3): 1764-1789

[ 5] Yan S, Xu L, Zhang Y N, et al. Order evaluation to new

elementary operation approach for MIMO multidimen-

sionall systems [ J]. International Journal of Control,

2019, 92(10): 2349-2359

[ 6] Markowski K A, Hryniów K. Method for finding a set of

(A,B,C,D) realizations for single-input multiple-output

/ multiple-input single-output one-dimensional continuous

time fractional systems[J]. Journal of Applied Nonlinear

Dynamics, 2019, 8(1): 97-108

[ 7] Zhao D, Yan S, Matsushita S, et al. An approach to

multidimensional Fornasini-Marchesini state-space model

realization w. r. t. columns of transfer matrices[ J]. Sys-

tems and Control Letters, 2019, 123(2019): 116-123

[ 8] Sheng D Q, Wu X D Z, Cheng H, et al. F-M II model

realization of 2D radar based on graph theory method[C]

∥2019 IEEE 5th International Conference on Computer

and Communications, Chengdu, China, 2019:731-735

[ 9] Bachelier O, Cluzeau T, David R, et al. Structural sta-

bility, asymptotic stability, and exponential stability for

linear multidimensional systems: the good, the bad, and

the ugly[J]. International Journal of Control, 2018, 91

(12):2714-2725

[10] Markowski K A, Hryniów K. Digraph-building method for

finding a set of minimal realizations of 2-D dynamic sys-

tems[J]. Bulletin of the Polish Academy of Sciences Tech-

nical Sciences, 2018, 66(5):589-597

[11] Markowski K A. Minimal positive realizations of linear

continuous-time fractional descriptor systems: two cases

of an input-output digraph structure [ J]. International

Journal of Applied Mathematics and Computer Science,

2018, 28(1):9-24

[12] Elosmani A O, Bouagada D. Graph-theoretic approach for

structural controllability of two-dimensional linear systems

[J]. IMA Journal of Mathematical Control and Informa-

tion, 2019, 36(3): 763-777

[13] Markowski K A. Determination of minimal realisation of

one-dimensional continuous-time fractional linear system

[J]. International Journal of Dynamics and Control,

2016, 5(1): 40-50

[14] Hryniów K. Graph-based database architecture and data

preprocessing for analysis of 2D dynamic systems[C]∥

International Carpathian Control Conference,Szilvasvarad,

Hungary, 2018:73-78

—8021—

高技术通讯　 2021 年 11 月 第 31 卷 第 11 期



[15] Hryniów K, Markowski K A. Digraphs-building of com-

plete set of minimal characteristic polynomial realisations

as means for solving minimal realisation problem of nD

systems[ J]. International Journal of Control, 2015, 26

(6): 1175-1178

[16] Vimal K E K, Gurumurthy A. Modelling and analysis of

sustainable manufacturing system using a digraph-based

approach[J]. International Journal of Sustainable Engi-

neering, 2018, 11(6): 397-411

[17] Zhao D, Yan S, Matsushita S, et al. Exact order reduc-

tion for the Fornasini-Marchesini state-space model based

on common invariant subspace[C]∥2019 IEEE Interna-

tional Symposium on Circuits and Systems, Sapporo, Ja-

pan, 2019:1-4

[18] Zhao D, Yan S, Matsushita S, et al. Exact order reduc-

tion for Fornasini-Marchesini state-space models based on

real eigenvalues[C]∥2018 Chinese Control and Decision

Conference, Shenyang, China, 2018: 6350-6354

[19] Liu C, Cheng H, Cao Z Y. F-M II model realization of

2D radar based on array theory method[C]∥2020 IEEE

6th International Conference on Control Science and Sys-

tems Engineering , Beijing, China, 2020:10-16

[20] Can Z Y, Cheng H, Wu X D Z, et al. The research on

target detection of MIMO radar based on Fornasini-Mar-

chesini II model[C]∥2019 IEEE 5th International Con-

ference on Computer and Communications, Chengdu,

China, 2019:741-746

Multi-dimensional system realization method
based on F-M II state space model

Chen Junhao, Cheng Hua, Liu Huikang, Sheng Daoqing
(School of Information Science and Engineering, Wuhan University of Science and Technology, Wuhan 430080)

Abstract
For the realization of multi-dimensional systems, the Fornasini-Marchesini II (F-M II) state space model of

multiple-input multiple-output (MIMO) linear systems is studied. On the basis of the one-dimensional system reali-
zation method, a new multi-dimensional system realization matrix solution method based on F-M II model is pro-
posed. Compared with the canonical form method, the proposed algorithm adds two types of vertices to the digraph
of characteristic polynomials, a group of realization matrices of the F-M II state space model can be obtained instead
of only one realization. And the order of the realization matrix is relatively low, avoiding the complicated matrix cal-
culation process. The new method makes the system expression more clear and intuitive, and facilitates the design
and analysis of multi-dimensional systems. For the proposed method, specific examples are given to illustrate its
feasibility.

Key words: multi-dimensional system, multiple-input multiple-output (MIMO) system, digraph, Fornasini-
Marchesini II (F-M II) state space model, realization matrix
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