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摘　 要　 为了减小全向移动机器人在运行中所产生的稳态误差,提出了一种具有积分作

用的模型预测控制方法,即积分模型预测控制( IMPC)。 积分模型预测控制不仅能够保留

模型预测控制中预测和优化的功能,并且可以抑制系统稳态误差,从而使控制器具有更好

的鲁棒性和跟踪能力。 为了验证积分模型预测控制的先进性,将积分模型预测控制器与

传统模型预测控制器进行性能对比,采用四差速全向移动机器人作为模拟实验模型,测试

了 2 种控制器在 3 种不同路径下的轨迹跟踪性能。 测试结果证明,积分模型预测控制器

比传统模型预测控制器拥有更好的跟踪性能,验证了所提出方法的有效性和先进性。
关键词　 轨迹跟踪; 全向移动机器人; 积分模型预测控制( IMPC); 稳态误差

0　 引 言

近年来移动机器人的应用越来越广泛。 从港口

的集装箱装卸、电子商务包裹分拣、智能化仓储到智

能停车,移动机器人开始进入人们的生活并改变了

生活方式。 因此,移动机器人越来越受到研究人员

的关注。 目前,移动机器人的研究内容主要包括模

型、控制、导航定位、避障、路径规划、点稳定等。[1-5]

移动机器人的控制是指通过输出控制率来驱动

移动机器人按照预设的路径行驶[6]。 模型预测控

制(model predictive control,MPC)作为一种现代智

能控制,是移动机器人控制算法的研究热点。 基于

运动学模型的预测控制策略已经应用于移动机器人

和自动驾驶汽车的路径跟踪[6-8]。 广义预测控制被

用来解决路径跟随问题[9]。 在这些研究中,预测控

制仅输出角速度,而线速度则是通过特殊的速度发

生器产生。 随着研究的深入,当今的模型预测控制

不仅是简单的控制速度和角速度,越来越多的研究

集中在如何优化 MPC 控制器上。 例如,文献[10]

通过将协调器添加到 MPC 控制器,可以通过线性返

回移动机器人中的跟踪误差来选择合适的权重参

数。 文献[11] 考虑到摩擦力对 MPC 控制器的影

响,设计了一种模型预测控制器进行摩擦补偿,以达

到较好的控制效果。
在移动机器人领域,解决摩擦补偿是一个重要

的问题。 在摩擦补偿的研究中,提出了许多控制方

法,提出了模型技术控制中的各种摩擦模型。 这些

方法可以分为基于模型的技术[12-14] 和基于非模型

的技术。 在基于模型的补偿方案中,使用静态或动

态摩擦模型来缓解由于摩擦效应而导致的性能下

降。 在基于非模型的补偿方案中,在控制设计中不

使用摩擦模型。 摩擦补偿是通过适当选择控制增益

参数或使用非基于模型的观测器来实现的[15]。 但

是,基于摩擦模型的模型预测控制的计算量十分巨

大,不能满足实际应用中可靠、稳定、快速响应的要

求。 非模型的补偿方案中解决摩擦的非线性影响,
是基于改进 PID 控制器。 除了需要精确的模型外,
这些技术还具有补偿摩擦以外干扰的优势[11]。 但
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是移动机器人在移动中除了摩擦以外,还有其他外

部干扰所形成的稳态误差影响控制器的性能。 为了

消除模型预测控制中的稳态误差并减少处理器的计

算量,并在移动机器人的跟踪控制中获得令人满意

的性能,本文设计了一种具有积分作用的模型预测

控制器,称为积分模型预测控制( integral model pre-
dictive control,IMPC)。 本文的主要工作概括如下。

(1)设计具有积分作用的模型预测控制器。 通

过在传统模型预测控制器中添加积分作用,消除

MPC 中的稳态误差,并获得更好的轨迹跟踪效果。
(2)在分析四差速全向移动机器人运动特性基

础上,对差速驱动单元进行运动学分析,建立了完整

的四差速全向移动机器人的运动学模型。
(3)将设计的 IMPC 控制器应用于四差速全向

移动机器人,与传统 MPC 控制器进行对比测试。

1　 全向移动机器人运动学分析

1. 1　 差动驱动模块的运动学分析

全向移动机器人的测试平台如图 1 所示。 与传

统全向移动机器人相比,该测试平台使用差速驱动

作为驱动形式,通过两个轮子的速度差实现驱动模

块的直行或转弯。 全向移动机器人通过 4 对差速驱

动单元的共同协作实现移动机器人的全向运行,因
此称为四差速全向移动机器人。

图 1　 全向移动机器人的测试平台

差速驱动模块在 ti 和 ti +1 两个时刻的位姿如

图 2所示。 差速驱动单元左右两个驱动轮之间的距

离为 l, 左轮速度为 vl, 右轮速度为 vr, 两个相邻时

刻所转过的角度为 θ,d 为右轮比左轮多行驶的距

离。

图 2　 差速模块相邻两个时刻的位姿

通过几何分析得到差速驱动模块左右轮的速度

与其中心点线速度 v 和角速度 ω 之间的关系:

v =
vr + vl

2

ω =
vr - vl

l

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(1)

也可以写为

vr = v + ωl
2

vl = v - ωl
2

ì

î

í

ï
ï

ïï

(2)

式(1)表示通过差速驱动单元左右驱动轮的速

度,可以计算得到差速驱动单元参考点的线速度和

角速度。 式(2)表示通过差速驱动单元参考点的线

速度和角速度,可以计算得出驱动单元的左右轮速。
1. 2　 全向移动机器人整体分析

图 3 为四差速全向移动机器人的整体结构和坐

标系。 移动机器人 4 组差速驱动单元均匀分在车体

四周,每组驱动单元有 2 个驱动轮。 X-Y 为全局坐

标系, XR-YR 为局部坐标系。 设全局坐标系与局部

坐标系之间的夹角为 φ。 对差速驱动进行运动学分

析,得出单舵轮驱动与差速驱动可以通过式(1)和

式(2)实现 vl、vr 与 v、ω 之间的相互转换,因此差速

驱动等效为舵轮驱动。
假设四差速全向移动机器人 2 个前部驱动模块

的速度与转角相同,2 个后部驱动模块的速度与转

角也相同。 根据假设,移动机器人前部 2 个差速驱

动单元用一个单舵轮替换,用 A 表示;同理,移动机

器人后部 2 个差速驱动单元用一个单舵轮替换,用
B 表示; C 表示移动机器人的运动质心(参考点),
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A、B 两点到 C 点的距离分别由 lf 和 lr 表示。 φ 表示

移动机器人车头方向, V 表示质心的速度,速度 V 与

车辆轴线所形成的角度用 β 表示。 简化后的四差速

全向移动机器人模型如图 4 所示,此模型称为单车

模型。

图 3　 四差速全向移动机器人的整体结构和坐标系

图 4　 单车模型

　 　 通过对单车模型的几何关系分析,得到:

(tan(δf) - tan(δr))cos(β) =
lf + lr
R (3)

因为移动的机器人的角速度表示为 θ, 由此可

得出移动机器人角速度为

φ̇ = V
R (4)

联立式(3)和式(4),可以得出:

φ̇ = Vcos(β)
lf + lr

(tan(δf) + tan(δr)) (5)

因此,单车模型的运动学方程表示为

X· = Vcos(φ + β)

Y· = Vsin(φ + β)

φ̇ = Vcos(β)
lf + lr

(tan(δf) + tan(δr))

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(6)

式(6)为四差速全向移动机器人的运动学模

型。 3 个输入量分别是 δf、 δr 和 V。 式(7)为 β 角的

计算公式,移动机器人的航向角 φ 可由定位模块提

供。

β = tan -1 lf tanδr + lr tanδf
lf + lr

( ) (7)

2　 积分模型预测控制器设计

积分模型预测控制器的设计主要分为 2 部分。
第 1 部分是MPC 控制器根据参考位姿 pr = [xr, yr,

θr] T 与 p = [x, y, θ] T 移动机器人当前位姿之间的

误差来输出的线速度和角速度。 第 2 部分是积分作

用设计,用于补偿移动机器人运行中摩擦等稳态误

差。 IMPC 的结构如图 5 所示,外部虚线框为 IMPC,
内部虚线框为传统 MPC。

图 5　 积分模型预测控制器结构图
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2. 1　 模型预测控制器设计

移动机器人运动学方程的一般式可表示为

X· = f(X, u) (8)
其上面的每一点都满足上述的运动学方程,用

r 表示参考量,可表示为

X· r = f(Xr, ur) (9)

其中, Xr = [xr, yr, φr] T,ur = [vr, ωr, βr] T。
在任意点 (Xr, ur) 处泰勒展开,只保留一阶

项,忽略高阶项,得到:

X· = f(Xr, ur) + 􀆟f(X, u)
􀆟X X = Xr

u = ur

(X - Xr)

+ 􀆟f(X, u)
􀆟u X = Xr

u = ur

(u - ur) (10)

将式(10)减去式(9),得到:

X
·~ =

ẋ - ẋr
ẏ - ẏr

φ̇ - φ̇r

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
=

0 0 - vrsin(φr + βr)

0 0 vrcos(φr + βr)

0 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

x - xr

y - yr

φ - φr

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

+
cos(φr + βr) 0 - vrsin(φr + βr)

sin(φr + βr) 0 vrcos(φr + βr)

0 1 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

v - vr
ω - ωr

β - βr

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(11)
式(11)称为移动机器人的线性误差模型,对

式(11)进行离散化处理,得到:

X~ (k + 1) = Ak,t X
~ (k) + Bk,t􀭹u(k) (12)

式中,

Ak,t =
1 0 - vrsin(φr + βr)T

0 1 vrcos(φr + βr)T

0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
,

Bk,t =
cos(φr + βr)T 0 - vrsin(φr + βr)T

sin(φr + βr)T 0 vrcos(φr + βr)T

0 T 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
, 为

采样时间。
采用式(13)作为目标函数。

ϕ(k) = 􀰐
Np

i = 1
‖η(k + i | t) - ηref(k + i | t)‖2

Q

+ 􀰐
Nc-1

i = 1
‖ΔU(k + i | t)‖2

R (13)

式中, Np 为预测时域, Nc 为控制时域。
为了满足式(13)目标函数的形式,需将式(12)

做一定的转换:

ξ(k | t) =
􀭾X(k | t)

􀭹u(k - 1 | t)
[ ] (14)

得到一个新的状态空间表达式:
ξ(k + 1 | t) = 􀭾Ak,tξ(k | t) + 􀭾Bk,tΔU(k | t)

η(k | t) = 􀭾Ck,tξ(k | t)

(15)

式中, 􀭾Ak,t =
Ak,t Bk,t

0m×n Im

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú,􀭾Bk,t =

Bk,t

Im

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú,n 为状态向

量维度, m 为控制量维度。
经过推导,可以得到系统的预测输出表达式:
Y( t) = ψtξ( t | t) + ΘtΔU( t) (16)
将式(16)带入目标函数式(13),可得到完整形

式的目标函数表达式。
控制量的表达式表示为

umin( t + k) ≤ u( t + k) ≤ umax( t + k)
k = 0,1,…,Nc - 1 　 (17)

控制增量的表达式表示为

Δumin( t + k) ≤ Δu( t + k) ≤ Δumax( t + k)
k = 0,1,…,Nc - 1 　 (18)

通过对控制量增量的约束代替对控制量的约

束,因此在设计约束条件时也应针对控制增量进行

设计,以满足目标函数的要求。 因此,需要对式(18)
进行转换,求得相应的转换矩阵。

控制量与控制增量之间关系为

u( t + k) = u( t + k - 1) + Δu( t + k) (19)
假设:
Ut = 1Nc

􀱋 u(k - 1) (20)

A =

1 0 … … 0
1 1 0 … 0
1 1 1 ⋱ 0
︙ ︙ ⋱ ⋱ 0
1 1 … 1 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

􀱋 Im (21)

其中, 1Nc
为行数为 Nc 的列向量, Im 为维度为 m 的

单位矩阵,􀱋为克罗内克积, u(k - 1) 为上一时刻

的控制量。
结合式(19)、式(20)和式(21),式(17)可改写

为

Umin ≤ AΔUt + Ut ≤ Umax (22)
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其中, Umax 和 Umin 分别为控制时域内的控制量最大

值与最小值。
将控制量增量式目标函数转化为二次型形式,

结合约束条件,转化为式(22)的优化问题。
ϕ(ξ( t),u( t - 1),ΔU( t) =
　 [ΔU( t) T,ε] THt[ΔU( t) T,ε] + Gt[ΔU( t) T,ε]

s. t. ΔUmin ≤ ΔUt ≤ ΔUmax

　 　 Umin ≤ AΔUt + Ut ≤ Umax (23)

式中,Ht =
ΘT

t QΘ + R 0

0 ρ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú,Gt = [2eTt QΘt 0],et

为跟踪误差。
对式(23)进行求解,可得到一系列控制量增

量,如式(24)所示。
ΔU∗

t = [Δu∗
t , Δu∗

t +1,…,Δu∗
t +Nc-1]

T (24)
将式(24)中的第 1 个元素作为控制增量输入

系统,可得到:
u( t) = u( t - 1) + Δu∗

t (25)
进入下一个控制周期后,不断重复以上过程,实

现四差速全向移动机器人的轨迹跟踪控制。
2. 2　 积分作用设计

实际应用中,由于移动机器人存在运行中的摩

擦等外部因素影响,整个系统存在稳态误差。 因此,
通过对累积误差增加积分作用,即补偿移动机器人

的摩擦和其他外部影响,使移动机器人获得更好的

响应性和鲁棒性。
积分作用可累积历史误差,但传统的积分控制

在启动时会在很短的时间内对系统输出造成较大的

偏差,很容易引起积分累积,导致控制量超过临界

值。 该值对应于执行器允许的最大动作范围,这会

导致较大的过冲甚至震荡。 使用改进的积分器校正

移动机器人的航向角误差和位置误差,最后将角速

度输入到移动机器人。 系统启动时,将使用模型预

测控制来使系统稳定。 当控制量接近给定值时,即
当移动机器人的当前点接近目标点时,加入积分作

用消除稳态误差,提高控制系统精度和鲁棒性。
积分作用表示为

uI( t) = K􀰐
T

n = 1
e( t) (26)

移动机器人的误差由航向误差和位置误差组

成,得到:

uI( t) = K􀰐
T

n = 1
(el( t) + eh( t)) (27)

本文通过预测模型、滚动优化和反馈矫正 3 个

步骤计算,得出了传统模型预测控制器的控制量

uM( t)。

uM( t) = uM( t - 1) + Δu∗
t (28)

式(28)表示当前控制量等于上一时刻的控制

量加上控制量的增量。 在加入积分作用后,得到:
u( t) = uM( t) + uI( t) = uM( t - 1)

+ Δu∗
t + K􀰐

T

n = 1
(el( t) + eh( t)) (29)

本文通过积分作用校正移动机器人的航向角误

差和位置误差,系统启动时,将使用模型预测控制来

使系统稳定,当控制量接近给定值时,即当移动机器

人的当前点接近目标点时,采用积分控制消除稳态

误差,根据所设定的积分器的作用时间,将式(29)
进行进一步优化。

　 u( t)

uM( t - 1) + Δu∗
t 　 　 　 　 　 　 　 e > eref

uM( t - 1) + Δu∗
t + K􀰐

T

n = 1
(el( t) + eh( t))

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e < eref

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(30)
式中, eref 表示误差临界值。 至此,式(30)为本文所

设计的积分模型预测控制器。

3　 实 验

3. 1　 积分模型预测控制器实验设计和过程

图 6 是进行轨迹跟踪实验测试的场地。 测试场

地长约 35. 5 m,宽约 16 m,地面平整,无较大的起伏

和缝隙,摩擦系数较高。 在场地柱子周边和沿墙壁

一侧都安装有激光反射柱,为激光导航提供定位信

息。
图 7 是通过激光定位模块所绘制出的测试场地

激光特征图,定位模块可以将环境中的绝大部分信

息扫描进地图,例如反光板、墙面、柱子等。 在移动

机器人进行定位时,定位模块可以根据当前位置信

息与所扫描的特征地图进行匹配,进而确定移动机

器人的当前位置,提供给移动机器人准备的位置信

息。
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图 6　 测试场地

图 7　 测试场地特征图

实验前确定全向移动机器人在环境中的当前位

置,找到与当前位置最近的参考点并初始化。 通过

调试个人电脑可以给移动机器人下发本地任务,移
动机器人根据任务信息搜索最近路径并开始移动,
在移动过程中会不断记录当前位置与理论位置之间

的位置误差和航向角误差,输出外部文本文件。 积

分模型预测控制器则会不断优化输出,不断减小机

器人行进中的误差。
将设计的积分模型控制器应用于四差速全向移

动机器人平台进行轨迹跟踪测试,验证四差速移动

机器人平台的可行性,也验证积分模型预测控制在

实际移动机器人运动轨迹跟踪控制中的有效性。 在

本文测试实验中设计 3 种不同的轨迹进行测试,分
别是直线、圆角矩形和“8”字形,综合分析移动机器

人模型和模型预测控制算法的性能,图 8 所示为移

动机器人正进行圆角矩形轨迹跟踪测试。
3. 2　 积分模型预测控制实验数据分析

3. 2. 1　 直线轨迹

直线轨迹跟踪是最基本的轨迹跟踪问题之一。
在移动机器人的移动过程中,能够以最快的速度运

行,而直线运行时发生的抖动也最容易观察到。因

图 8　 移动机器人圆角矩形测试

此,IMPC 控制的稳定性和鲁棒性通过直线路径验

证。
在直线轨迹测试中,移动机器人以 1. 2 m / s 的

固定速度自主行进了 14. 5 m 长的直线路径。 图 9
为两种算法在直线测试中的跟踪结果,实线为参考

轨迹,虚线为 IMPC 跟踪轨迹,点线为 MPC 跟踪轨

迹,从图 9 中观察到两种算法都能顺利按照预设轨

迹行进。 通过对直线跟踪结果进行局部放大,观察

到两种算法的跟踪效果,IMPC 跟踪轨迹与 MPC 跟

踪轨迹相比,更加靠近参考轨迹,即误差更小。
图 10和图 11 显示了 IMPC 和 MPC 在直线路径上的

横向误差和航向误差的比较,其中点划线为 MPC 误

差,实线为 IMPC 误差。 从图 10 和图 11 中明显观

察到,IMPC 算法能够大大减小移动机器人行驶中的

横向误差和航向误差。 在直线运行时,传统的 MPC
控制器的横向误差稳定在 - 10 mm,航向误差稳定

在0 . 7 ° 。在加入积分作用后,IMPC可以大幅减小

图 9　 直线测试跟踪结果
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图 10　 直线测试横向误差

图 11　 直线测试航向误差

系统的稳态误差,横向误差在 0 mm 附近波动,航向

误差在 0 °附近波动。
3. 2. 2　 圆角矩形

在圆角矩形测试中,移动机器人以 1 m / s 的平

均速度自动行进 36 m 长的圆角矩形路径。 图 12 为

两种算法在相同路径下的跟踪结果,从图 12 中观察

到两种算法都能顺利按照预设轨迹行进。 通过对圆

角矩形左上部分进行局部放大,观察到两种算法的

跟踪效果,其中实线为参考轨迹,虚线为 IMPC 跟踪

轨迹,点线为MPC 跟踪轨迹,IMPC 跟踪轨迹与MPC
跟踪轨迹相比,更加靠近参考轨迹。 图 13 和图 14
显示了 IMPC 和 MPC 在圆角矩形路径上的横向误

差和航向误差的比较,其中点划线为 MPC 误差,实
线为 IMPC 误差。 很明显,当运行一个圆角矩形时,

IMPC 的横向误差稳定在 5 mm 左右,航向误差稳定

在 0. 2 °左右,因此 IMPC 具有更好的跟踪性能。

图 12　 圆角矩形测试跟踪结果

图 13　 圆角矩形测试横向误差

图 14　 圆角矩形测试航向误差
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3. 2. 3　 8 字曲线

在 8 字形曲线测试中,移动机器人以 0. 8 m / s
的速度自动行驶 28 m 长的 8 字形路径。 图 15 显示

了 8 型路径实验的 IMPC 和 MPC 控制器的路径跟

踪结果,其中图中实线为参考轨迹,虚线为 IMPC 跟

踪轨迹,点线为 MPC 跟踪轨迹。 通过对跟踪结果的

局部放大,观察到 IMPC 算法的实际路径更接近参

考路径。 图 16 和图 17 显示了 IMPC 和 MPC 在圆角

矩形路径上的横向误差和航向误差的比较,其中点

划线为MPC 误差,实线为 IMPC 误差。 通过图 16 和

图 17 观察到,IMPC 控制器可以显着减少运动过程

中移动机器人的航向误差和横向误差,并且误差波

动较小、驾驶更加稳定。 加上积分作用后,航向误差

的最大值为 0. 5 °,最小误差为 0 °。 横向误差的最

大值为 - 4. 7 mm,最小误差为 - 1. 1 mm。 平均误差

为 0. 2 °和 - 3. 2 mm。

图 15　 8 字形测试跟踪结果

图 16　 8 字形测试横向误差

图 17　 8 字形测试航向误差

4　 结 论

本文提出了一种积分模型预测控制方法,并以

四差速全向移动机器人作为研究对象,对移动机器

人的轨迹跟踪控制进行了研究分析,利用机器人学、
运动学、控制理论和计算机学等理论知识,结合大实

车实验等综合性研究,设计出了跟踪性能强、鲁棒性

好的轨迹跟踪系统。 首先,建立运动学模型并线性

化非线性移动机器人模型;其次,设计积分模型预测

控制,包括 MPC 设计和积分作用设计;最后,测试了

直线、圆角矩形和 8 字形 3 个不同轨迹的实验。 实

验结果表明,与传统 MPC 相比,IMPC 的横向误差和

航向误差较小,实际路径更接近参考路径,具有更好

的跟踪性和稳定性。
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Research on trajectory tracking of omnidirectional mobile robot
based on integral model predictive control
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Abstract
In order to reduce the steady-state errors caused by an omnidirectional mobile robot during movement,a model

predictive control method with integral function is proposed, which is called integral model predictive control (IM-
PC). Integral model predictive control not only preserves the predictive and optimization features of model predictive
control,but also suppresses the steady-state error of the system, so that the controller has better robustness and
tracking ability. In order to verify the advanced nature of the integral model predictive control, the performance of
the integral model predictive controller is compared with the traditional model predictive controller. The trajectory
tracking performance of the two controllers under three different paths is tested using a four-differential omnidirec-
tional moving robot as a simulated experimental model. The test results prove that the integral model prediction con-
troller has better tracking performance than the traditional model prediction controller, which validates the effective-
ness and sophistication of the proposed method.

Key words: trajectory tracking, omnidirectional mobile robot, integral model predictive control ( IMPC),
steady-state error
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